Algoritmy teorie grafov
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HFadanie minimalnej kostry grafu

Kostra grafu — taky strom grafu G = [U, H], pre
ktoreho podrgaf G" = [U", H] platiU'=UaH H
(faktor grafu).

Kostra grafu — kazdy suvisly graf ma kostru.

Minimalna kostra grafu — taka kostra grafu, v
ktorej je sucCet ohodnoteni hran kostry minimalny.



HFadanie minimalnej kostry grafu
Predpoklad — graf s ohodnotenymi hranami k;

Ciel' — najst’ taku kostru grafu, pre ktoru je sucet
ohodnoteni jej hran minimalny

Aplikacie — budovanie elektrickej, resp.
komunikacnej siete.

Priklad — vytvorit kabelové spojenie medzi
obcami tak, aby existovalo spojenie medzi
vSetkymi obcami a celkova dlzka pouzitého
kabelu by bolo minimalna.



HFadanie minimalnej kostry grafu

Pocet kostier grafu

Pocet kostier grafu — neplati ziadne jednoduché
univerzalne pravidlo.

Specialne pripady:
Pocet kostier Uplneho grafu — Cayleyho formula: urcit
pocet stromov na n vrcholoch - teda pocet kostier grafu:

Pre kazdé n = 3 je pocet stromov (kostier) na danych n
vrcholoch rovny n"-2,

Pocet kostier kruznice (cyklu) — pocCet kostier grafu je
rovny |V|.

Pocet kostier stromu — ma prave jednu kostru (samotny
graf je kostrou).



HFadanie minimalnej kostry grafu
Sposoby riesenia:
— rieSenie ulohy linearneho programovania,
— Specialne algoritmy:

e Kruskalov algoritmus (1956) na baze
Boruvkovho algoritmu (1926)

e Primov algoritmus (1957) - Jarnikov algoritmus
e Chu-Liu-Edmondsov algoritmus (1965, 1967)




HFadanie minimalnej kostry grafu
Formulacia ulohy LP

Predpoklady:

n — pocet vSetkych uzlov

C ={c;} — matica priamych vzdialenosti medzi i-
tym a j-tym uzlom, priCom plati:

”cij, ak existuje priama cesta medzi -tyma -tymom,
c. =<0, aki=j,
+00, ak neexistuje priama cestamedzi -tyma -tyoom




HFadanie minimalnej kostry grafu
Formulacia ulohy LP

Premenne:

x; 0{0,1},1,)=1,2,..,n

- hodnota 1, ak existuje spojenie medzi i-tym a |-
tym vrcholom

Yi 140, (n-1),1,)=1, 2, ..., n

- reprezentuju pocet pouziti prislusnej cesty

a zabezpecuju, aby existovala suvisla trasa od
prislusneho uzla k prvému uzlu



HFadanie minimalnej kostry grafu
Formulacia ulohy LP

f(xy)=22.¢% ~ min
i=1 j=1

D %; =0
=2

D % =1, i=2.3,.n
j=1

Zyij—Zyji:L 1=2,3,.n—
i=1 j=2

O<y, <(n-1)x;, i,j=12.n
x;0{0,3, i,j=12.n



HFadanie minimalnej kostry grafu
Kruskalov algoritmus

e Kruskalov algoritmus najskor zoradi hrany
podla ich ohodnotenia (od najmensieho
vzostupne) a nasledne pridava hrany do grafu
tak, aby nevznikol ziadny cyklus.

¢ Vysledna kostra grafu G (n uzlov) musi
obsahovat n-1 hran a nesmie obsahovat cyklus.
e Kazdy podgraf musi byt acyklicky. Najvacsi
problém - testovanie acyklickosti.



HFadanie minimalnej kostry grafu
Kruskalov algoritmus

1. Zoradime hrany podla ich ohodnotenia (od
najmensieho vzostupne). Vyberieme z grafu G
dve hrany s minimalnym ohodnotenim k; a
zaradime ich do vyslednej kostry.

"\ v/

ohodnotenlm ktoré netvoria s uz vybranymi
cyklus (kruznicu).

3. Krok 2 opakujeme az po vybranie n — 1 hran.
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HFadanie minimalnej kostry grafu
Primov algoritmus

Princip — konStruuje kostru postupnym priberanim novych
vrcholov do kostry.

Zacina s prazdnou kostrou tak, ze z grafu vyberie lubovolny
vrchol u; — podgraf G,.

V kazdom kroku algorltmu vybera hrany do kostry, ktoré spolu
tvoria jeden strom, priCom zvysné vrcholy s navzajom
izolovane.

Do minimalnej kostry sa vybera hrana s minimalnym
ohodnotenim, ktora je z hran vychadzajucich z vrcholu u..

Vznikne podgraf, ktory obsahuje vrchol u,, minimalnu hranu as
nou dalSi incidentny vrchol — podgraf G, (podgraf G).

Podgraf G,,; sa vytvori vyberom hrany s najmensim
ohodnotenim vychadzajucou z podgrafu G; a kon€iacou mimo
neho. Pri koneCnych grafoch tento postup skongi prin
vrcholovom grafe po n krokoch. Vysledny podgraf je minimalna
kostra grafu G.
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HFadanie minimalnej kostry grafu
Primov algoritmus

e Neprehladava systematicky vsetky kostry grafu.
e Zacina v fubovolnom vrchole a buduje strom.

"N\ S

ohodnotenim.
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HFadanie minimalnej kostry grafu
Primov algoritmus

1. Vyberieme lubovolny vychodiskovy vrchol.

2. Vyberieme hranu s najnizsim ohodnotenim
iducou z vychodiskoveho vrcholu a zostrojime
kostru K1.

3. Prechadzame vsSetky vrcholy v kostre a
pridame vzdy hranu s najnizsim ohodnotenim
vychadzajucu z niektorého z vrcholov. Ak by
mala vzniknut kruznica, hranu preskocCime.
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HFadanie minimalnej kostry grafu
Primov algoritmus

Algoritmus:

Mnozina vrcholov U rozdelena na podmnozinu U,
(mnozina vybranych vrcholov) a U, (mnozina nevybranych
vrcholov). Mnozina H, oznacuje mnozmu vybranych hran.

1. Inicializacia: suwsly ohodnoteny grafG [U, HJ.
Polozime U,=U a U, = . Nech U; = {u}, kde u; je
flubovolny vichol z U H, = 0.

2. Ak U; = U, koniec. Vystup G(U,H;) je minimalna kostra
grafu.

3. Vyber hrany (u;, u) z H s minimalnym ohodnotenim tak,
ze u; je U, a u; nie |

4. Pridanie u; do U, a (u ,u;) do H;.
5. Navrat na krok 2.
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HFadanie minimalnej kostry grafu
Primov algoritmus — maticova varianta

Mnozina vrcholov U rozdelena na podmnozinu U; (mnozina
vybranych vrcholov) a U, (mnozina nevybranych vrcholov).

1. Polozime U,=U a U, = J. Vyberieme [ubovolny vrchol u, a
zaradime ho do U=U,=U,-{u} aU,={uy}

2. Vyberieme hranu s jednym vrcholom v mnozine U; a druhym
v mnozine U, s minimalnym ohodnotenim:

min_ k; =k,

iy (4EU3,u;00;)

= U,=U, - {utaU; = U;l{u}.

3. Ak je U, = [1, algoritmus konc¢i najdenim minimalnej kostry
grafu.
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HlFadanie najkratSej cesty

Predpoklad — graf s ohodnotenymi hranami k;

Ciel' — najst taku cestu v grafe, pre ktoru je sucet
ohodnoteni je] hran minimalny
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HlFadanie najkratSej cesty

> Uloha linearneho programovania
> Specialny pripad priradovacieho problemu
> algoritmy na baze teorie grafov
» Ford - Fulkersonov
» Dantzigov
> Dijkstrov
» Tabourierov
» algoritmy na zaklade matic susednosti
» stromy minimalnych vzdialenosti
» operacia minimalneho scitania
» Floydov algoritmus
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HlFadanie najkratSej cesty

Predpoklady:

n — pocCet vSetkych uzlov

C ={c;} — matica priamych vzdialenosti medzi i-
tym a j-tym uzlom, priCom plati:

”cij, ak existuje priama cesta medzi -tyma -tymom,
c. =<0, aki=j,
+00, ak neexistuje priama cestamedzi -tyma -tyoom
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HlFadanie najkratSej cesty
Formulacia ulohy LP

Premenne:

x; 0{0,1},1,j=1,2,...,n

-hodnota 1, ak existuje spojenie medzi i-tym a j-tym
vrcholom

Mnoziny:

mnoziny P;a R;, I, ] = 1, 2,...n, obsahujdce indexy
vrcholov, do ktorych (mnozina P;), prip. z ktorych
(mnozina R;) existuje priama cesta:

P ={pO{L2,.0} kc, # Cc, #od
R :{r D{l, 2,..n} Ic. # O, ;too}
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HlFadanie najkratSej cesty
Formulacia ulohy LP

f(x) =ii% ~ min

i=1 j=1

DX =D % j=23,.n-1
iEIPJ- kEIRJ-
1+ %, =D X
iOR, kOR,
D X=X, +1
iOP, kOR,

X D{O,]} 1,]=1,2,.n
P
R

{pO{1,2,.0} £, # e, 2o} j=1,2,n
{rO{12,.n} &, # g, 2} {= 1,2,
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HlFadanie najkratSej cesty
Dijkstrov algoritmus

. Zaciato¢ny vrchol u, kde v, = 0.

. Zapis vzdialenosti pre prlame cesty z vrcholu u._do
ostatnych vrcholov v sieti d ak neexistuje, potom M.

. Min dJk, oznacime ju * a zaplseme do stipca min j
oznacenie prisludného stipca. Do riadka D zapiseme

hodnotu d

Ohodnotlme vrcholy, do ktorych vedie priama cesta
z vrcholu u,, pricom aktualizujeme hodnoty na
zaklade vztahi:

ak plati d Gy < d potom d nahradené d + Cy
Inac ostava d

. NajkratSia cesta do daného vrcholu jev,=v.+c,
. Navrat na 3.
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HlFadanie najkratSej cesty
Dantzigov algoritmus

1. Pre T'ubovorne u, polozime v, = 0.
2. Urcime preiajv, =min(v, + C;)
hranu, ktora tvori minimalne spojenie, vyrazne

oznacime a z celej tabulky vylu¢ime vSetky ostatne
hrany, ktoré smeruju do uzla u,.

3. Podra bodu 2 pokracujeme, kym neohodnotime
vSetky vrcholy v sieti, t. |. kym nevypocitame aj
hodnotu v,.

4Hodnota v, udava dizku najkratSej cesty
z vychodiskového vrcholu do vrcholu u,..
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000
HFadanie najkratse| cesty set
Floydov algoritmus
1. k=0, zapis D* = {d;*} do tabulky
2. k =k + 1, vypocet hodnot d
ke i = | 0
di=vak dj=M a ajdg +dy, =Moprei,j=zk M :
inat min |d}, di” +dy]’ | a oznatime *|

3. Opakujeme krok 2, pokial’ k # n.
4. Matica K = {k;} :
e ak dijn = dijo

e aki=j

0

ki
ki

e Ina¢ — najvysSia iteracia k, pri ktorej je v prislusnom poli *
oznacujica zmenu hodnoty d;

5. By + 6 < dy + dy )



Hladanie najkratSe| cesty
Operacia minimalneho scitania

PocCet iteraciis:n—1<2s

1. Matica susednosti D°, k =1.

2. Matica Dk, prvky pre k na zaklade vztahu
d;“=min (d,**+ d, /)

3. Ak plati k <'s, k =k + 1 a navrat na krok 2.
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Hladanie cesty s najva €sou
pravdepodobnos t'ou

Predpoklady:

n — pocCet vSetkych uzlov

P ={p;} — matica pravdepodobnosti prechodu

medzi i-tym a j-tym uzlom, pricom plati:
O<p;=1

resp.
O<p;=1
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Hladanie cesty s najva c¢sou
pravdepodobnos t'ou
Upraveny Dantzigov algoritmus

1. Pre T'ubovorne u, polozime v, = 1.
2. Urcime pre i ajv, = max(yv; . P;)
hranu, ktora tvori spojenie, vyrazne oznacime a z

celej tabulky vyluc¢ime vsSetky ostatne hrany, ktoré
smeruju do uzla u..

3. Podra bodu 2 pokracujeme, kym neohodnotime
vSetky vrcholy v sieti, t. |. kym nevypocitame aj
hodnotu v,.

4 Hodnota v_ udava dizku cesty s najvacSou
pravdepodobnostou z vychodiskového vrcholu do
vrcholu u..
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HFadanie cesty s najv acsou eoe
pravdepodobnos tou 11
Upraveny algoritmus operacie minimalneho | ¢

scitania

Pocet iteraciis:n - 1< 2S
1. Matica D° s prvkami:

1 prei=]j
d’=4p, preh, OH
0 In&
k=1.
2. Matica DX, prvky pre k na zaklade vztahu

dijk = max (d,*1. dkjk'l)
k

3. Ak plati k <'s, k =k + 1 a navrat na krok 2.
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HFadanie cesty s minim alnou
pravdepodobnos t'ou
Upraveny algoritmus operacie minimalneho
sCitania

Pocet iteraciis:n - 1< 2S
1. Matica D° s prvkami:

1 prei=]j
di? =B prehj UH
0 In&

k=1.
2. Matica DX, prvky pre k na zaklade vztahu
dijk =min (d, *!. dkjk'l)
K

3. Ak plati k <'s, k =k + 1 a navrat na krok 2.
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Hladanie cesty s maximalnou
priepustnos tou

Predpoklady:
n — pocCet vSetkych uzlov

K ={k;} — matica priechodnosti medzi i-tym a j-
tym vrcholom

29



HFadanie cesty s maximalnou
priepustnos tou
Upraveny Dantzigov algoritmus

1. Pre 'ubovorlneé u; polozime v, = max ky;.
2. Urcime pre i ajv, = max{min(v, ; Ki)}
hranu, ktora tvori spojenie, vyrazne oznacime a z

celej tabulky vyluc¢ime vsSetky ostatne hrany, ktoré
smeruju do uzla u..

3. Podra bodu 2 pokracujeme, kym neohodnotime
vSetky vrcholy v sieti, t. |. kym nevypocitame aj
hodnotu v,.

4 Hodnota v_ udava dizku cesty s najvacSou
priepustnost’ou z vychodiskoveho vrcholu do vrcholu

U,
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Hladanie cesty s maximalnou priepustnos  t'ou
Upraveny algoritmus operacie minimalneho scitania

Pocet iteraciis:n - 1< 2S
1. Matica D° s prvkami:

M prei =]
d; =4k, preh, OH
0 In&
k=1.
2. Matica DX, prvky pre k na zaklade vztahu

dijk = max {min (d, *1, dkjk'l)}
k

3. Ak plati k <'s, k =k + 1 a navrat na krok 2.
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HFadanie cesty s minimalnou priepustnos  tou
Upraveny algoritmus operacie minimalneho scitania

Pocet iteraciis:n - 1< 2S
1. Matica D° s prvkami:

1 prei=]j
di? = Py prehj OH
0 in&

k=1.

2. Matica DX, prvky pre k na zaklade vztahu

dijk = min {max (d, *1, dkjk'l)}
k

3. Ak plati k <'s, k =k + 1 a navrat na krok 2.
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Hl'adanie najkratSe] okruzne]
cesty ako ULP

» N — pocet vrcholov

> d; (I, ] =1, 2,..., n) — najkratsSie vzdialenostl
medzi jednotlivymi vrcholmi

> X; — bivalentne premenné

33



Hradanie najkratsej okruznej | 32
cesty ako ULP 3

n n

f(xy)= d;x; - min

=1 j=

|_\

Yx =1,i=12,.0, i #]

)ﬁj :1, j:1,2,..n , | ¢j

=1

yi+yj_n)§j5n_1i:2,3,--n ]=2,3,.n 1 Z |
)gj D{O,]}, i,j:1,2,.n
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Algoritmus najbli zSieho suseda

1. k=1,1={1,2,..,n},i=i;,=1a IJ=1-{ij}= {2, 3, ..., n}.
2. Ak k =n, prechod ku kroku 3.
ak k < n, najdeme v i-tom riadku matice C v mnozine J

indexov najmensi prvok (oznacime ako q), t. J. pre ¢, LI C
min{c,}

k=k+1,i=i=jalJ=J-{]j}.
opakovanie kroku 2.

3.1, =1, rieSenie je dané postupnostou uzlov iy, iy, ..., 1, 1 ..
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Algoritmus najvyhodnejSieho suseda

1. Vypocet matice frekvencii E s prvkami pre uplnu siet
a) nesymetricku n n
=(n-1) 4, —Zdik —qu. ~d,

b) symetricku KZ] Qg#i
(n 2) ] Zdlk Zd

2. k:1,I:{12 n}|—|1—1aJ—I—{|1} {2,3, .., n}.

3. Akk=n, prechod ku kroku 4.

ak k < n, néjdeme v i-tom riadku matice E v mnozine J
indexov najmensi prvok (oznac¢ime ako ), t. j. min e, U E,
preq(lJ
k=k+1,i=i =jaJ=J-{]}, opakovanie kroku 3.

4.1.,, = 1, rieSenie je dane postupnostou uzlov iy, iy, ..., I, 1 ,4.
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda

> Optimalizacha metdda — hlada
optimalne riesenie

> Metoda patri do skupiny metod
vetiev a hranic

> Kombinatorickh  metdda  —
preskimava kazdé rieSenie,
ktorych je n!



Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda

Littleho metdda patri do skupiny metod
vetiev a hranic.

Ak existuje n miest, cez ktore ma prejst
obchodny cestujuci a ak su vSetky mesta
navzajom spojené komunikaciami
(kompletny graf), potom existuje n! r6znych
okruznych ciest.
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda — algoritmus (1)

1. Redukcia matice vzdialenosti. Od kazdej definovanej vzdialenosti v
kazdom riadku odpocname najmensiu vzdialenost p; (i=1, 2, ..., m),
¢im dostaneme prvu redukciu matice. Ak v Jednotllvych stlpcoch sa
nenachadza aspon jedna nula, odpocitame najmensiu redukovanu
vzdialenost v kazdom stipci g (j = 1, 2, .., m). Dostaneme redukovan(
maticu prepravnych sadzieb (vzdlalenostl medzi mestami)

DO = (d,© - p® - q)
kde (0) charakterizuje krok vypocdtu,
p. - minimalna prepravna sadzba v i-tom riadku,

q - minimalna prepravna sadzba v j-tom stici v redukovane;
matici.

Suma minimalnych &isel pre riadky a stipce tvori dolna hranicu
vzdialenosti pri hfadanej najkratSej okruznej cesty

m m
0 _ © ©
s =2.p7+ 20,
i=1 j=1
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda — algoritmus (2)

2. Matica D<°> obsahuje polia S nulovou prepravnou sadzbou Ku

"N /S

vzdialenosti v danom riadku a stIpC| ktorych indexy prislichaju k
danému nulovému pofu. Uréime

prs(l) = max :0|j(1)
Ziskame dve mnoziny okruznych ciest:
T, podmnozina vSetkych okruznych ciest, ktor4 neobsahuje cestu
(r, s)
T, podmnoZzina vSetkych okruznych ciest, ktora obsahuje cestu
(r, s).
Potom S, =SS0 + p @ je doln& hranica vzdialenosti pre
podmnozinu T,M,
Ak nepouzijeme cestu (r, s), musime pouzit cestu (r, )jZsa(i,s)i
# r. Minimalna vzdialenost je vSak uréena pomocou p. (%) .
3. Zostavime novla maticu DO, v ktorej vySkrtneme r- ty riadok a s-ty

stipec. Su¢asne musime uzavrlet cestu (s, r), resp. iné cesty, ktoré ,,
by viedli k uzavretiu cesty a teda k vzniku cyklov.



Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda — algoritmus (3)

4. Vykoname redukciu tejto matice, ¢im dostaneme novu
maticu D@ a p. a g®). Vypocitame m m
p| qJ yp S(l) :Zpi @ +qu(1)
i=1 j=1

a ur¢ime dolnd hranicu pre podmnozinu T,
S, = SO + SW

Vypocitame Cisla p; pre nulove polia a ur¢ime nova hodnotu
prs(z) = Mmax pij(z)

Vo vypocte pokraCujeme tym smerom, kde je redukcia (o
alebo Xpi +X g; ) menSia, resp. kde S;) a S,M) st mensie.
Vratime sa ku kroku 2 a pokracujeme vo vypocte krokom 3 a
4.
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Hladanie najkratSe] okruznej cesty
Littleho metdda — algoritmus (4)

5. Ak pri vy3krtnuti riadku a sti

pca zostane iba jedna

cesta, zaradime ju do okruznej cesty.

Zodpovedajuca hodnota sa pri
sa hodnota ucelovej funkcie.

nocita k S("1) g ziska
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Hladanie najkratSej] okruznej cesty
hranami siete
Uloha éinskeho postara

ciel - najst’ najkratsiu cestu z vychodiskového uzla
u, pol vsetkych hranach siete s navratom do
vychodiskoveho uzla u,

Eulerov cyklus - cyklus, ktory prechadza po kazdej
hrane grafu prave jedenkrat

Eulerovsky graf - obsahuje Eulerov cyklus, suvisly
graf, parne stupne vSetkych uzlov v grafe (z jedného
uzla vychadza parny pocet hran (U*))
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1.

4.

Hladanie najkratSe] okruznej cesty
hranami siete

Algoritmus ulohy Cinskeho postara

Pre vSetky dvojice uzlov z U - - najkratSie cesty cez vSetky uzly.
Najdenie najkratSe] vzdialenosti medzi vSetkymi vrcholmi v sieti -
matica D = (d) s rozmerom U - . U - najkratsSich vzdialenosti d,
pre u;, u; mnozmy U-.

Uloha minimalneho parovania na mnozine U - vzhladom
na hodnoty D = (d;). Zostavenie parov uzlov z mnoziny U -, pre
ktoré je sucet dlzok najkratsich vzdialenosti d; minimalny.

K povodnému grafu pridame umelé hrany, paralelne k hranam,
ktoré zodpovedaju hranam najkratSich ciest minimalneho
parovania ziskanych. Umelé hrany maju rovnaké ohodnotenia
ako hrany paralelné. Vzniknuty graf je eulerovsky.

V upravenom grafe najdeme Eulerov cyklus. Dizka cyklu je
suc¢tom ohodnoteni vSetkych hran v grafe (aj umelych).

44



HFadanie maximalneho toku v
sietl

Predpoklady:

n — pocCet vSetkych uzlov
Premenne: x;20,1)=1,2, ..., n
K ={k;} — matica maximalneho prietoku medzi I-
tym a j-tym uzlom, priCom plati:
X;j < kij
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HFadanie maximalneho toku v
sietl

Predpoklady:
1.V sieti sa prepravuje homogénny substrat.

2. Vrchol u, je vstupnym vrcholom, vrchol u, vystupnym
vrcholom, ostatneé vrcholy su tranzitne.

3. Ohodnotenia kﬂ predstavuju maximalnu priepustnost
(kapacitu) z i-teho do j-teho vrcholu.

4. Tok po hrane od u; do u; je oznaceny X;

smerom le’ prlcom X — X

5.  Plati X _k

6. Ak platl X; = k;;, ide 0 nasytenu hranu, ak plati Xjj < Kijs
iIde o nenasytenu hranu, rozdiel k; - x;; Je nevyuzita
kapacita hrany.

7. Plati: D x>0 > %<0, > x,=> %, =0(@z#1n)
j [ j [

j» opacnym
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Hladanie maximalneho toku v sieti
Formulacia ulohy ULP

f(x)= 2% = 2 X ~ max
i=1 i=1

DX =X j=2,3,.n—1
i=1 i=1

0<x <k i,j=12,.n
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HlFadanie maximalneho toku v sieti
Algoritmus pre rovinne siete

1. Najdenie ,najsevernejSej* (najvrchnejSej) cesty v sieti tak, ze su
vybrané hrany ,najviac vlavo“ od hrany, ktora do vrcholu vstupila.
N4jdena cesta ma vlastnost, ze ostavajuce rany a vrcholy lezia vo
vnutri plochy v rovine ohraniCenej najdenou cestou. Ak takato
cesta neexistuje, vypocet konci.

2. Priepustnost’ (tok) najdenej cesty je rovna minimalnej kapacite z
kapacit hran tejto cesty, oznacenie k(C).

3. Redukcia siete tak, ze na najdene] ceste odstranime hrany s
minimalnou kapacitou hrany a kapacity ostatnych ostavajucich
hran na tejto ceste su znizené o tuto minimalnu hodnotu.

4. Navrat na 1.

Celkova hodnota maximalneho toku: sucet tokov
jednotlivych ciest
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Hladanie maximalneho toku v sieti
VSeobecny (Ford-Fulkersonov)
algoritmus

Tok F nazveme plnym (kompletnym), ak kazda cesta medzi vstupnym a
vystupnym vrcholom obsahuje aspon jednu nasytenu hranu.

Ak tok nie je plny, hradame nenasytenld cestu, ktorej priepustnost
urcuje priepustnost’ toku v k-tom kroku:

Xk = min(k; — X;)
L]

Celkovy tok F v k+1-om kroku je
Fk+l = Fk 4+ xK
Hodnoty jednotlivych hran:
Xt = X + x* pre nenasytené hrany na ceste v smere od vstupu k
vystupu
Xt = x; - X* pre nenasytené hrany na ceste v smere od vystupu k
vstupu
X"t = x;* pre ostatné hrany
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HlFadanie maximalneho toku v sieti

VSeobecny (Ford-Fulkersonov)
algoritmus (zna ¢€kovaci)

Oznacenie vstupného vrcholu indexom O.

Oznacenie kazdeho susednéeho vrcholu j uz oznaceného vrcholu |
na zaklade pravidiel:

hrana h; je nenasytena (x; < k;), potom oznacCenie vrcholu |
symbolom +I,

existuje kladny tok z vrcholu j do vrcholu i (x; > 0), potom
oznacenie vrcholu j symbolom -i,

Ak je mozne podla kroku 2 oznacit vystupny vrchol, existuje
nenasytena cesta medzi vstupnym a vystupnym vrcholom urCena
postupnostou symbolov jednotlivych uzlov, ak nie krok 5. Tok na
tejto ceste mozno zvacsit’

Xt = x; + x* pre nenasytené hrany na ceste v smere od vstupu k
vystupu

X't = x; - X* pre nenasytené hrany na ceste v smere od vystupu k
vstupu

X" = x;* pre ostatné hrany
Névrat na krok 2.
Koniec, najdeny tok je maximalny. 50




HlFadanie minimalneho toku v

sietl

> cestna siet’ - siet, kde vrcholy u; a u; su

spojené hranami h., ktoré sU ohodnotene

i’

hodnotami — minimalnymi pozadovanymi
tokmi k;
ciel - n4jst cestu medzi zaciatocnym

vrcholom u;, a koncovym vrcholom u, s
minimalnym poc¢tom prepravnych prostriedkov
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HFadanie minimalneho tokuv | ss2
sietl
Predpoklady:
1. V sieti sa prepravuje homogénny substrat.
2. Vrchol u, je vstupnym vrcholom, vrchol u, vystupnym
vrcholom, ostatneé vrcholy su tranzitne.
3. Ohodnotenia k; predstavuju minimalny pozadovany
tok (kapacitu) z i-tého do j-teho vrcholu.
4. Tok po hrane od u; do u; je oznaceny x;, opacnym
smerom X;, pricom X; = - X;;.
5. Plati x; 2 k;.
6. Transformacia ulohy na ulohu hladania maximalneho

toku.
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HFadanie minimalneho toku v sieti
Algoritmus na najdenie minimalneho

toku v sietl

Najdenie pripustného toku P tak, aby na kazdej hrane
platii vztah (nie je problém s hladanim, pretoze
neexistuju horné ohranic¢enia hran)

X" = K;
UrCenie novych kapacit k; = x;? - k;
Na zaklade kapacit k; najdenle hodnoty maximalneho
toku na zaklade prlslusnych algoritmov. Hodnota
maximalneho toku nech je M. Potom pre toky na kazdej

hrane musi platit

o XM <k
Hodnota minimalneho toku v sieti
F.n=P—-M
a pre toky kaZdej hrany platl’



