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Uvod — pojem diferencialni rovnice

Pii vypoctech, v nichZ se vyskytuji derivace funkci, zjistujeme, Ze mezi funkcemi
a jejich derivacemi plati fada vztaht. Napf. pro funkci y(t) = Asint plati
y'(t) = Acost, y”’(t) = —Asint. Potom

y"(t) +y(t) = 0. (1)
Vezmeme-li jinou funkei y(¢), napt. y(t) = Be', je y'(t) = Be', pak mtzeme
psat

y'(t) —y(t) = 0. (2)

Rovnice, v nichz se jako neznama vyskytuje funkce a jeji derivace,
nazyvame diferencialni rovnice.

My se vSak budeme zabyvat problémem opac¢nym: k danému vztahu mezi
funkci a jejimi derivacemi a nezavisle proménnou, budeme hledat funkce, které
tento vztah spliuji. Vztahy (1) a (2) budeme tedy chépat jako rovnice, v nichz
budeme hledat nezndmou funkci y(t). Pak miZeme Fici, Ze napf. funkce
y(t) = Asint je fesenim rovnice (1). ReSenim rovnice (1) je vSak také funkce
y(t) = Bcost, nebo také funkce y(t) = Asint + Bcost - presvédéte se o tom
derivovanim a dosazenim do (1).

Resenim diferenciilni rovnice budeme rozumét takové funkce, je-
jichz dosazenim do diferencialni rovnice dostaneme identitu.

Je vidét, ze TeSeni dané diferencialni rovnice neni jediné, ale muze jich byt
i nekone¢né mnoho. V praktickych (v nasem piipadé fyzikdlnich) tlohach vsak
vétsinou jesté budeme znat podminky (pocéatecni, okrajové, dopliujici), které
nam umozni z nekonecné mnoha feseni vybrat takové, které odpovida dané
situaci. Ukazme si toto na nésledujicim jednoduchém ptikladu.

Uvazujme rovnomérny pfimocary pohyb télesa. Z fyziky vime, ze velikost
rychlosti je derivaci drdhy podle ¢asu, tj. s'(t) = v(t). Pfi rovhomérném pfimo-
¢arém pohybu je v(t) = v = konst. Dostaneme pak

S/(t) =, (3)

coz je vlastné diferencidlni rovnice pro drahu s(t).
Integraci dostaneme
s(t) = vt + C, (4)

kde C' je libovolna integra¢ni konstanta.

Integra¢ni konstantu C' uréime z pocéatecnich podminek: necht v ase t = ¢
urazilo téleso jiz drahu sg, tj. s(tg) = so. Dosadime-li do rovnice (4) za t = to,
dostaneme C = sg — vtg. Pak mizeme psat s(t) = so + v(t — to).



Zkusme nyni obdobnym zptisobem popsat rovnomeérné zrychleny pohyb, tj.
a(t) = a = konst.. Vime, zZe plati s'(t) = v(t), v'(t) = a(t) = a, z ¢ehoz
dostaneme rovnici

s"(t) = a. (5)
Po prvni integraci dostaneme
s'(t) = at + C4, (6)
dalsi integraci
s(t) = %atQ 4Ot + G, (M)

kde C7, C5 jsou libovolné integra¢ni konstanty. Uréime je z danych pocateénich
podminek: v ¢ase t = 0 je s(0) = sp, s'(0) = vo. Po dosazeni do vztahu (6)
dostaneme vy = a - 0 + C1, tj. C1 = vy, po dosazeni do vztahu (7) dostaneme
S0 = %a-Oz—f—Cl -0+ Cy, tj. Co = sg. Je tedy s(t) = so+vot+ %atQ. Piesvédéte
se dosazenim, Ze tato funkce je skuteéné FeSenim rovnice (5)

.....

hybu — diferencialni rovnice 1. radu, stacilo zadat jednu pocateéni podminku,
zatimco v pripadé rovnomérné zrychleného pohybu — diferencialni rovnice 2. ¥a-
du — bylo nutné zadat dvé pocateéni podminky. Neni to ndhoda. Z hlediska
fyziky obvykle zaddvame tolik poc¢atecnich podminek, kolik je fad nejvyssi de-
rivace obsazené v rovnici — pak dostaneme pravé jedno reseni odpovidajici dané
situaci.

Pri resent diferencidlm’ch rovnic byvd zvykem znacit derivace riznymi zpusoby:
d2y . d%y
Yy, e 2, U, dt2 Tecka pro oznaceni derivace se pouZivd v pripadé, Ze deri-

2
—g, Ovsem proménnd pri TeSeni rov-

vujeme podle casu, tj. y = %, i = ?it

2
nice nemusi byt vidy cas; pak pouZivdme napt. znaceni iy’ gi; y’ gxg’

derivujeme-li podle proménné x.

Nyni si ukdzeme dva razné postupy, jak fesit tlohu, jejiz vysledkem bude
exponencialni funkce. P¥i feseni tllohy 1 prvnim zptsobem nepotfebujeme znat
T

pojem derivace, pouze vystac¢ime s limitou lim ( 1+ % = e. Nevyhoda to-

Tr—00
hoto postupu ovSem spociva v tom, ze je prilis zdlouhavy a pouzitelny pouze
pro typy uloh, kde je vysledkem exponencialni funkce (coz ne vzdy na zacatku
feSeni lohy pozname). Druhy zptisob — vyuziva derivace, fesi se zde jednodu-
ché diferencidlni rovnice. Postup je rychlejsi, lze jej pouzit i u typu tuloh, kde
vysledkem neni jen exponencialni funkce.



Priklad 1 — radioaktivni rozpad

Rychlost rozpadu prvku radium je pfimo imérna jeho hmotnosti. Urcete, kolik
procent hmotnosti mg radia se rozpadne za 200 let, jestlize vite, ze polocas
rozpadu radia, tj. doba, za niZ se rozpadne pravé polovina jeho ptivodniho
mnozstvi (resp. hmotnosti), je roven 1590 let. Rychlost rozpadu uvazujeme
jako ULy
At
Reseni

Ulohu vyfesime dvéma zptisoby, a to a) bez uziti derivaci, b) s uzitim derivaci.

a) Rozdélme si uvazovanou dobu ¢ rozpadu radia na n stejnych ¢asovych in-
terval At. Ozna¢me déle Am tbytek hmotnosti ¢astic za dobu At. Za maly
¢asovy interval At je hmotnost radia, které se rozpadne, rovna AmAt, kde m
je hmotnost radia v daném ¢asovém okamziku, A > 0 koeficient imérnosti.

Tataz hmotnost vzatd s opaénym znaménkem (hmotnost nerozpadlych ¢és-
tic ubyva), je rovna pfirtstku hmotnosti rozpadlych ¢astic za dobu At:

Am = —AmAt. (8)

Necht mé radium na pocatku 1. ¢asového intervalu hmotnost mg, 2. ¢asového
intervalu hmotnost m; = mgo + Am, 3. asového intervalu hmotnost mo =

=my + Am, ..., na konci uvazované doby m,, = m.
Plati
m1 =mg — Am1At, odkud m; = _ Mo
’ 14+ AAE
o __mi __ mo
me =my1 — AmaoAt, odkud my TT MM~ (T AADE
.
. v , _ . o mo
na konci uvazované doby t = nAt je m,, = (ESYNE
Pfi téchto avahach predpokladame, ze hmotnosti mg, myq,. .., m, maji v ¢aso-
vych intervalech At stalou velikost.
Po dosazeni za At = % dostaneme m = m,, = %.
(1 n A—)
n
. t 1
Ozna¢me A= = =, odkud n = Atx.
n x
mo

Po dosazeni do vztahu pro m dostaneme m =



Reseni tlohy bude tim presnéjsi, ¢im vétsi pocet tsekl n zvolime. Bude-li v li-

x
mité n — oo (tim také x — c0), dostaneme uzitim vztahu lim (1 + %) =e
xr—00

vztah pro hmotnost

m = mge . (9)
Konstantu A uréime z podminky: je-li v ¢ase ¢ = T hmotnost m = %, je
"0 _ geT, odkud A= B2 4 tudiz
2 T
t
_Et _t 1 T
m(t) =m(0)e T =me2 T =m(0) 3

Pro dané hodnoty: m(200) = 0,915mg. Za 200 let se rozpadne 8,5 % radia.

b) Vztah (8) pfepiSseme pomoci diferencidli dm = —Amdt.

Tuto rovnici upravime na tvar dﬁm = —Adt, (tzv. separace - oddéleni pro-
ménnych). Po integraci Inm = —\t 4 In C' a odlogaritmovani je m = C - e,

Pocate¢ni podminka: v ¢ase t = 0 je m = myg, z ¢ehoz C = myg, a tudiz
= At Koefici A urci dopliujici podminky: v ¢ =T
m = mgpe” "'. Koeficient A uréime z dopliujici podminky: v case t = T je

mo In2

_ Mo . m_ AT _ Nz ™~
m= , 13- 5 = Moe , odkud \ = T , a tudiz

_In2, _t INT
m(t)=mge T =mp2 T =mp| = ,

coz je stejny vysledek jako v tloze a).
Pro dané hodnoty: m(200) = 0,915mg. Za 200 let se rozpadne 8,5 % radia.

Priklad 1 ndm ukazuje, jak je vihodné naucit se fesit Glohy pomoci diferen-
cialnich rovnic. Podivejme se tedy v dalsi ¢asti na feseni diferencialnich rovnic
podrobnéji. Vzhledem k omezenému rozsahu textu se omezime pouze na jed-
nodussi typy obycejnych diferencidlnich rovnic majicich znac¢né uplatnéni pii
studiu fyzikalnich jevi.



1 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

1.1 Jak resit jednodussi diferencialni rovnice 1. fadu

7 predchoziho textu vyplyva, Ze obycejnou diferencidlni rovnici n-tého radu
rozumime vztah mezi nezavisle proménnou, neznadmou funkci této proménné a
derivacemi této funkce aZz do n-tého radu.

Oznacime-li nezévisle proménnou x a neznamou funkci y, pak mizeme oby-
¢ejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu psat ve tvaru

o,y 9y ™) =0, (10)

kde ¢ je funkce (n + 2) proménnych.
Konkrétné napt. ' + xy = 0, ¢y’ + 4y — sin(z) = 0 jsou obycejné diferencialni
rovnice 1. a 2. fadu.

Resit (integrovat) diferencidlni rovnici (10), znamena nalézt viechny funkce
y = ¢(x), které vyhovuji dané diferencidlni rovnici.

Kazda funkce, kterda vyhovuje dané diferencialni rovnici, se nazyva integrdl
diferencidlni rovnice, napt. rovnici ¥’ +y = 0 vyhovuje funkce y = sinz.
Mohli bychom se o tom presvédcit dosazenim do dané rovnice. Neni to ale
jediny integrél této rovnice, protoze dané rovnici vyhovuje také kazda funkce
y = C'sinzx nebo y = C cosz nebo y = £Ce™*, kde C je libovolna konstanta.

Nyni se uz za¢neme zabyvat jednoduchymi rovnicemi 1. fadu. Takovou rov-
nici lze psat obecné ve tvaru

o(z,y,y') = 0. (11)

DokéZeme-li z této rovnice vypocitat 3’ jako funkci proménnych z, y, do-
staneme rovnici (11) ve tvaru

y/ = f(xvy)

Nejjednodussi typ této rovnice miZzeme zapsat ve tvaru

yl = f(x)a (12)

coz vede k hledani primitivni funkce.

Z integralniho poc¢tu vime, Ze je-li F(x) primitivni funkee k funkci f(z),
pak také kazda funkce F(x) 4+ C, kde C je libovolnd konstanta, je primitivni
funkei k funkei f(z).

Déle také vime, ze plati: jsou-li Fi(x) a Fp(z) dvé razné primitivni funkce
k funkei f(x), pak je jejich rozdil roven konstanté, tj. Fy(z) — Fy(z) = C.



Dokazeme-li nalézt k funkci f(z) funkci primitivni, zvladneme jiz také vy-
fesit diferencilni rovnici (12).
Potom

Y= /f(x)dx e (13)

kde C' je libovolna konstanta.

Z (13) je vidét, ze hledand funkce neni rovnici (13) uréena jednoznac¢né, ale
ze rovnice (12) m4 FeSeni nekoneéné mnoho. Kazdé takové feseni dostaneme,
zvolime-li za C' v rovnici (13) néjaké ¢islo.

Reseni ve tvaru (13), které obsahuje libovolnou konstantu C, nazjvame
obecny integrdl diferencidlni rovnice (12). Kazdé feSeni, které dostaneme z obec-
ného integralu, zvolime-li za C néjaké libovolné ¢islo, se nazyva partikuldrni
integrdl diferencialni rovnice (12).

Obecny integral je tedy souhrnem vsech integralt partikularnich. Graf funk-
ce, kterd je integralem dané diferencialni rovnice, se nazyva integralni krivka
dané diferencialni rovnice. Nap¥. rovnice 3/ = 22 mé obecny integral y = 22 +C,
kdezto y = 22, y = 22 —1 apod. jsou jeji partikularni integraly. Integralni kiivky
této diferencidlni rovnice jsou paraboly ekvidistantné posunuté ve sméru osy y.

Vzhledem k tomu, Ze za konstantu C' mizeme zvolit libovolné ¢islo, mizeme
klast na hledanou funkci jesté néjaky dalsi pozadavek a snazit se, aby hledané
funkce zvoleny pozadavek spliiovala — pro hledanou funkci jsme zvolili po¢ateéni
podminku. Budeme napi. pozadovat, aby hledana integralni kiivka y = 22 + C
prochizela néjakym predem zvolenym bodem zg = [2,3]. Pak 3 = 22 + C,
z éehoz C' = —1. Rovnice hledané kiivky tedy bude y = x2 — 1.

1.1.1 Reseni diferencialnich rovnic 1. fAdu metodou separace pro-
ménnych

Jedna se o rovnici typu

y' = f(@)9(y) (14)
Po dosazeni ' = g—y dostaneme
x
dy
ar f(@)g(y)- (15)

Z uvahy vylou¢ime prozatim ty body, pro které je g(y) = 0. Pak miZzeme psat

dy = X )axr
= fa)a. (16)



V rovnici (16) jsou obé proménné od sebe oddéleny tak, Ze na levé strané rovnice
se vyskytuje pouze funkce proménné y a jeji diferencial, na pravé strané pak
jen soucin funkce proménné x a diferencialu dzx.

V takovém piipadé jsou proménné separovany (oddéleny). Pokud existuji

k funkcim L a f(x) primitivni funkce, mtizeme psat

9(y)
dy = x)ax
/@_/f( )z + C. (17)

Je-li g(y) = 0, pak % =0, tj. y = konst. a dostdvame tzv. singuldrni Tesent.

Rovnici (17) nazyvame obecny integrél rovnice (15). DokéZeme-li rovnici
(17) fesit vzhledem k y, dostaneme obecny integral rovnice ve tvaru y = h(z)+

C.

Priiklad 2 — separace proménnych — 1
Reste diferencialni rovnici

xdy + ydz = 0.
Reseni

a) Vylouéime z nasi ivahy nejprve ty body, pro které je bud z = 0 (body osy
y) nebo y = 0 (body osy x). Pak miizeme danou rovnici délit soufinem zy a
upravit na tvar:

dy _ de
y @
Po integraci In|y| = —In|z| + K, kde K je libovolnd konstanta. Zvolme dale

K =1n|Ci], kde C; > 0. Pak dostaneme
In|y| =—1In|z| + InC;.
Po odlogaritmovani dostaneme

Ch
|y| =T
||

neboli |zy| = C1, kde C7 > 0. Chceme-li odstranit absolutni hodnotu z této
rovnice, musime rozlisit dva ptipady:
1. zy > 0, pak xy = C1, nebo



2. xy < 0, pak xy = —C1.
Oba tyto pripady lze vyjadrit jedinou rovnici

xy = C,

kde C € R — {0}.

b) Nyni vyfesime ptivodné vyloucené pripady. Nejprve se podivame na body,
pro néz y = 0. Tato rovnice znaci konstantni funkci, stale rovnou nule. Dife-
rencial této funkce je ovsem také stale roven nule, tj. dy = 0. Dosadime-li do
rovnice y = 0 a také dy = 0, vidime, Ze je také tato rovnice splnéna. Je tedy
funkce y = 0 také integralem dané rovnice. Integralni kiivka je v tomto pfipadé
osa T.

Podobné je tomu i ve druhém pripadé, tj. pro x = 0. Pak je opét také dz =0
a dana rovnice je zase splnéna.

Je dobré si uvédomit, ze rovnice xdy+ydxz = 0 nevyjadfuje totéz, co rovnice

y = —%. Vse spoéiva v tom, ze v textu tllohy nebylo feceno, zda-li dana rovnice

vyjadfuje vztah mezi nezavisle proménnou z a jeji funkci y, nebo zda vyjadiuje
vztah mezi nezavisle proménnou y a jeji funkci xz. Dané rovnice o tom také

nic nefika. AvSak rovnice y’ = —% mluvi vyslovné o derivaci funkece y (podle

nezévisle proménné z). Skutecné také funkce x = 0, kterd je integralem dané
rovnice neni funkci tvaru y = ¢(z) a osa y, ktera je geometrickym zndzornénim
rovnice x = 0 neni také opravdu grafem zadné takové funkce. V geometrickych
ulohach je zpravidla potifeba uvazovat oba zminéné ptripady, kdezto pfi vyset-
fovani funkci musi byt predem znamo, kterda proménné je nezavisla a ktera je
jeji funkei.

Jinak fedeno: Hleddme-li jenom funkce tvaru y = ¢(x), které dané rovnici
vyhovuji, potom samoziejmé z = 0 neni feSenim této tlohy.

Vsimnéme si jesté jednou obou poslednich integrali nasi rovnice. Ani jeden
nebyl ziskan integraci dané rovnice, tj. nehledali jsme primitivni funkeci. Jsou to
tedy integraly jiné povahy nez integraly typu xy = C. Mohlo by se zdat, Ze oba
tyto integraly jsou obsazeny v integralu obecném pro C' = 0, ale neni to tak. Pri
integrovani jsme totiz dostali In C1, coz je totéz jako In |C| a logaritmovat C = 0
nelze. Nemtzeme tedy v obecném integralu zvolit C' = 0. Takovy integral,
ktery nelze dostat z integralu obecného volbou integra¢ni konstanty, se nazyva
integrdl singuldrni.

Priklad 3 — separace proménnych — 2

Reste rovnice:

10



a) 2zdx +dy =0,

b) dx — zdy = 0,
)y —y=0.
Reseni
a) Rovnici lze upravit na tvar dy = —2xzdx. Po integraci dostaneme

y=—22+C.

b) Rovnici upravime na tvar, kdy jsou jiz proménné separovany, tj. dy = %dx,

pro x # 0. Po integraci je y = In|z| + C. Rovnici také vyhovuje feSeni z = 0,
tzv. singuldrni resent.

C . - e 4. d .
c¢) Rovnici pfevedeme na zapis pomoci diferencily, tj. % =1/, po odstranéni

zlomkd dostaneme dy = ydz, po separaci % =dx pro y # 0.

Po integraci dostaneme Inly| = z + K, kde K je libovolna konstanta.
V tomto piipadé se ukazuje jako vyhodné vyjadrit integracni konstantu K
jako pfirozeny logaritmus néjakého kladného ¢isla C; > 0. To je mozné udi-
nit, protoze kazdé realné Cislo lze povazovat za prirozeny logaritmus néjakého
kladného ¢isla. Mizeme tedy psat

K=1In Cl .
Pak Ize rovnici prepsat na tvar
In|y|=z+1InC;.

Po tpravé In |y| =Ine” +InCh,

ly| = Cre®.
Pro y <0 je [y| = —y, tj.
Yy = —Cle"’,
pro y > 0 muzeme psat y = Cye”. Oba tyto pfipady lze vyjadfit jedinou rovnici
y = Ce",

kde C € R — {0}.

Potom In |y =Ine* +InC.

Po odlogaritmovani y = Ce”.

Je-1i y = 0 dostaneme singularni feseni.
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Priiklad 4 — integralni kfivka

Najdéte k¥ivku prochdzejici poc¢atkem soustavy soufadnic [0,0], pro kterou
smérnice teény v kazdém jejim bodé [z, y] je rovna 2z + 1.

ResSeni

. ,dy
Dle zadani plati Q= 2r + 1,

po separaci a integraci dy = (2z + 1)dz,
y=a’+z+C.

Konstantu C uréime z podminky zadéni: kiivka musi prochéazet bodem |0, 0].
Jetedy 0 =0+ 0+ C, z ¢ehoz C' = 0.

Rovnice kiivky potom je y = 2% + .

Nyni urc¢ime, o jakou kfivku se jedna. Po nize popsané tupravé je

2 1 1
=z"4+zrx=|(z+-| —~
y 5) — 1
1
2’

coz je rovnice paraboly s vrcholem v bodé V = [— —ﬂ .

Obr. 1 Graf integralni kfivky

12



1.1.2 ReSeni linearnich diferencialnich rovnic 1. fAdu metodou va-
riace konstant

Linearni diferencidlni rovnice jsou takové rovnice, které jsou linearni vzhledem
k neznamé funkci a jejim derivacim. Ve specidlnim ptipadé je mozno diferenci-
alni rovnici (12) psét ve tvaru

Y+ Py=Q, (18)

kde P, @ jsou opét spojité funkce proménné = v intervalu J. Speciadlné dosta-
neme, jestlize je v uvazovaném intervalu @Q = 0

y + Py =0. (19)

Tato rovnice se nazyva homogenni linedrni diferencidlni rovnice, nékdy také
linedrni diferencidlni rovnice s nulovou pravou stranou. Rovnice (18) se pak
nazyva nehomogenni (s nenulovou pravou stranou). V rovnici (19) je mozno
proménné separovat:
dy
Y

Integraci (19) dostaneme jeji obecny integral:

—Pdzx.

In|y| = —/de—l—lnC’, kde C > 0,

odtud potom
y = Ce—dem' (20)

Mimo to vyhovuje rovnici (19) také funkce y = 0, ktera sice odpovid4 volbé
konstanty C' = 0, ale nedostaneme ji integraci. (Pro¢?)

K nalezeni obecného integralu nehomogenni rovnice (resp. s pravou stranou)
(18) se uziva tzv. metody variace konstanty:

1. Nejprve feSime danou homogenni rovnici a najdeme jeji obecny integral
ve tvaru (20).

2. Ve vztahu (20) nahradime konstantu C' funkci C' = C(z), tj.
y = C(x)effpdw. (21)

Pro funkci C(z) pak hleddme podminku, aby funkce y = C(x)e™ [ P
vyhovovala rovnici (18). Vypoéitdme 3y’ a dosadime do rovnice (18):

y/ — C/(x)e—dem _ C(x)Pe—dex,

13



C'(x)e” Jpax C(z)Pe” Jpaw PC(z)e” J pds _ Q,

po upravé dostaneme

C'(z) = Qel F7, (22)

To je diferencialni rovnice pro funkei C(x), jejiz FeSeni je mozno napsat
ve tvaru

Ca) = / Qel Py 4+ K, (23)

kde K je libovolna konstanta. Dosadime-li tuto funkci do rovnice (20),
obdrzime

y = o= J Fas <K + /Qef Pdmdx) ) (24)
coz je obecny integral dané diferencialni rovnice.

Priklad 5 — variace konstant — 1

Reste rovnici i’ + y = e* metodou variace konstant.

Reseni
1. Nejprve fesime piislu$nou homogenni rovnici 3’ +y = 0 metodou separace
proménnych.
d
Y- —duz,
Yy
y=Ce ™.

2. Predpoklddame C' = C(x), potom y = C(z)e™ 7,
y' =C'(x)e™® — C(x)e*. Po dosazeni do ptivodni nehomogenni rovnice

C'(x)e™ = C(z)e ™™ + C(z)e™ = &7,
C'(z) = e*,
C(x) = %62”’ + K,

kde K je libovolné konstanta.

Pak y = (%eh + K) e~ ", neboli

1
y= 56”’ + Ke™*.

14



Priklad 6 — variace konstant — 2

Reste diferencilni rovnici zy’ — y = 22 metodou variace konstant:

-

;U(

eSen

1. Vyfesime dfive uvedenym postupem homogenni rovnici:

zy —y
xdy — ydx
dy

Y

In y|

Y

0,

07

dx

?7

In|z| +InC,

Cx.

2. Pfedpokladame C = C(x), potom y = C(z)z, y' = C'(z)x + C(z).

Po dosazeni do ptivodni nehomogenni rovnice

z[C'(z)z + C(2)] = C(x)r = 22,

22C'(z) = 2,
C'(z) = 1,
Cx) = z+K.

Po dosazeni do vztahu pro y dostaneme y = (v + K)x = 2% + K.

Cviceni 1

Reste diferencidlni rovnice:

1.y = ky,
2.y —y=3,
3.y =2y,
4.y —y=¢e"
5.9 +y=u.



1.2 Ulohy vedouci k FeSeni diferencialnich rovnic 1. fadu

Priklad 7 — barometricka rovnice

Urcete zavislost atmosférického tlaku na vysce nad hladinou mofte, jestlize vite,
ze tlak na hladiné mote je pg = 1013 hPa a ve vysce h; = 500 m nad hladinou
mofte je tlak p; = 940 hPa. Pfedpokladejte, ze vzduch mé vsude stejnou teplotu.

Reseni

Protoze teplota vzduchu je ve vSech mistech stejna, plati pV = konst. Tento

zékon lze prepsat do tvaru % = % = Q—QO, kde p, ¢ jsou hodnoty ve vysce h.
0

Dale budeme predpokladat, ze ve vrstvé o tloustce dh je hustota konstantni.

Tento vztah vyzaduje jiny fyzikdlni vyklad — viz [10]. Pro tbytek tlaku v této

vrstvé pak dostavame dp = —pgdh. Z Boylova-Mariottova zakona vime, zZe plati

Po

g—p. Po dosazeni do vztahu pro dp dostaneme
0

Q:

dp = — @pgdh.
Po

Po separaci proménnych a integraci obdrzime

d
@ _ @gdh, Inp = —@gh—i-lnC.
0 Do

p

20

h
Po odlogaritmovani p = Ce po " = Ce " kde k = %g.
0
Okrajové podminky: ve vysce h = 0 je tlak pg, z ¢ehoz C = pg, a tedy p =
= poe”*". Konstantu k uréime pomoci druhé podminky, tj. ve vysce h = 500 m
je tlak 940 hPa: k — + In -~ 0,00015.
0

h
Hledana zavislost je tedy p = 1013e~0.00015% 1 g,

Priklad 8 — nabijeni kondenzatoru
Kondenzator o kapacité C' pfipojime v ¢ase t = 0 ke zdroji o napéti Uy. Nabi-

jime ho pres rezistor o odporu R. Jaky je Casovy prubéh proudu a napéti na
kondenzatoru?
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ResSeni

Zapojenim spinace do polohy 1 (viz obr. 2) pfipojime obvod na zdroj o napéti
Uy = konst.

—
1 e
3
92 C
Us %__ iV
Obr. 2 Nabijeni kondenzatoru
Podle 2. Kirchhoffova zdkona plati
ur + uc — Uy = 0. (25)
Po dosazeni za ur = Ri, uc = % do (25) dostaneme

.4
Ri+ —= —Uy=0. 26
1+ C 0 (26)
Zderivujeme-li rovnici (26), dostaneme
di 1dgq
s . dg
Uzitim vztahu ¢ = T

muzeme rovnici (27) upravit na tvar
di 1
R—++i=0.
dt  C
Po separaci proménnych, integraci a odlogaritmovani dostavame:
di 1

t
—dt, i=Ke EC
i RCT T

(28)
kde K je integra¢ni konstanta, kterou ur¢ime z poc¢atecnich podminek. V case

t = 0 je napéti na kondenzatoru uc = 0 (kondenzator neni nabity) a proud

17



protékajici obvodem je Iy. Podle (26) je RIy = Uy, odkud Iy = %, podle (28)

t
je I() = Kl. Pak i = I()e RC.
Pribéh napéti na kondenzatoru uc je dan vztahem uc = %q, po derivaci

t
d(?il_tc = %% = %2 = %Ioe RC | Po separaci proménnych a integraci

1 __t
duc = —Ipe ECdt,
uc c o€

1 U, __t
uc = EEO -(=RC)e FC + Ko,
__t
uc = Uge EC + Ks. (29)

Integracéni konstantu K5 ur¢ime z pocate¢nich podminek: v ¢ase t = 0
je uc = 0, po dosazeni do (29) dostaneme: 0 = Uy + K3, odkud Ky = —Uj.
Po dosazeni za K5 do (29) dostaneme

t t
uc = Upe BC — Uy = —Up <1 —eRC> )

Priklad 9 — vliv civky na pruchod proudu v el. obvodu pfi pfecho-
dovém dé&ji

Do elektrického obvodu o napéti U zapojime civku o indukénosti L a rezistor
o odporu R. Urcete proud prochézejici civkou v ¢asovém okamziku t po zapo-
jeni.

Reseni
Po sepnuti spinace je podle 2. Kirchhoffova zakona soucet obvodovych napéti
na civce a na rezistoru trvale roven svorkovému napéti zdroje.

Obvodové napéti na civce je uréeno vztahem uy = L%. V kazdém okamziku

plati ug + uy, = U. Po dosazeni

di
.+ L— =U.
Ri+ T U (30)

18



UR ur

_/C | Y Y Y\ o
R L
U i__— iV

Obr. 3 Obvod s civkou

Tuto rovnici vyresime tzv. metodou variace konstant:
o . C de
1. Vyfesime rovnici ,,s pravou stranou rovnou nule“, tj. Ri + LE =0.
po separaci proménnych, integraci a odlogaritmovani dostaneme

R

. —y
1 =Kie L.

(31)

R
2. Nyni pfedpoklddame K; = K;(t), potom i = K;(t)e ',
Po derivaci i a dosazeni do uplné rovnice (30) dostdvame

R R
R R _E
L' Ky(t)2e L'

odkud Ky'(t) = Ve
. . U
po integraci K;(t) = e
Po dosazeni do (31)
U _
i=gtKae L. (32)

Integracéni konstantu Ky uréime z pocatecnich podminek: v ¢ase t = 0 je i = 0,

z ¢ehoz Ko = _u

R

U -2
Hledané feseni je i = e 1—e L.
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Priklad 10 — vytok kapaliny z nadoby

Nadoba tvaru polokoule o poloméru r = 10 cm je zcela naplnéna kapalinou.
Ve dné nadoby je otvor o priifezu Sy = 4 mm?. Za jakou dobu po uvolnéni
otvoru klesne hladina kapaliny o polovinu polomeéru, jestlize koeficient zazeni
vytékajictho kapalinového proudu je k = 0,67

Reseni

Necht je vyska hladiny kapaliny v po¢ateénim éasovém okamziku ¢t = 0 rovna
r. Vime, ze rychlost vytoku kapaliny v okamziku, kdy vyska jeji hladiny je
rovna x, je urcena Torricelliho vztahem v; = /2gx. Uvazujeme-li koeficient
zuzeni vytékajiciho kapalinového proudu k, pak je rychlost v urcena vztahem
v = kv/2gz. V nekoneéné malém c¢asovém intervalu At miZzeme vytok kapaliny

povazovat za rovnomeérny.
‘ Za dobu At vytece vyskovym ot-

— vorem element sloupce kapaliny,
\ S ‘N jehoz vyska je vAt a plo$ny pri-
\ ‘ / r fez Sp, coz ma za nasledek sni-
I dr| =z zeni hladiny kapaliny v nadobé
| o —Az. V dusledku téchto tvah

i So dostavame

kSov/ 29z At = —SAx,

kde S je okamzity plosny prufez
Obr. 4 Nadoba s kapalinou hladiny kapaliny.

Pak pro nekonec¢né malé intervaly d¢, dz dostaneme diferencialni rovnici

de kSov/2gx
dt s 7

kde S =7R? =7 [r? — (r — x)%] = 7(2rz — 2?) (viz obr. 4). Po dosazeni za S
a separaci proménnych dostaneme

™ 2rx — a2

dt = —
kSov2g  Vz

dx.

Po integraci mame

™ 2 2 4 3
t=———|-22 —-rz? C.
kSO\/@<5x 3rx>+
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5
Pocatecni podminky: v éase t =0 je x =7, a tim C' = %mﬂ, takze

Tz 2 4 14 = 5
p= VT (2, Zp) 2T 2
kSov/2g (5‘75 3r> " Bisevas VT

T .
Proz = 5 dostavame

o7 28\/5—17742\/7_4'
2kSo\/g 30

Pro dané hodnoty:
hladina klesna o polovinu ptivodni hodnoty za ¢ = 8 min 18 s.

Priklad 11 — vedeni tepla

Teplota chleba vytazeného z pece béhem 20 minut klesla ze 100 °C na 60 °C.
Teplota okolniho vzduchu je 79 = 25 °C. Za jakou dobu od pocatku ochlazovani
se teplota chleba snizila na 30 °C?

Reseni

Rychlost ochlazovani télesa predstavuje pokles teploty 7 za jednotku casu ¢
a je vyjadfena derivaci % Podle Newtonova zédkona vedeni tepla je rychlost
ochlazovani télesa pfimo tmérna rozdilu teplot télesa a okolniho prostredi. Je
to nerovnomérny proces. Se zménou rozdilu teplot se méni i rychlost ochlazo-
vani télesa. Za predpokladu, Ze se teplota okoli neméni, bude mit diferencialni

rovnice ochlazovani chleba tvar
dr
— = —k(7 — 19),
dt (7 =)
kde 7 je teplota chleba, 7y je teplota okolniho vzduchu, & > 0 je koeficient
amérnosti.
Necht ¢ je Gasovy interval, ve kterém sledujeme chladnuti chleba. Po separaci
proménnych a integraci dostaneme

dr

T —1T0

= —kdt,
In(t —79) = =kt +InC,
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po odlogaritmovani dostaneme
_ —kt
T =19+ Ce™"".

Pocatecni podminka: v ¢ase t = 0 je 7 = 100 °C, 79 = 25 °C, a tim C' = 75 °C.
Dopliujici podminka: v ¢ase ¢ = 20 minut je 7 = 60 °C, 19 = 25 °C. Po
dosazeni do vztahu pro 7 dostaneme 60 = 25 + 75e %20, 7 ¢ehoz

1 1
k 351\ 20 720
e " == =\|—= .

75 15

t

7
15
Nyni uréime ¢ pro 7 = 30 °C:

0
Dostavame 7 =75 - + 25, kde za t dosazujeme ¢as v minutach.

L

307572025
_.E+,

t
1 7 20
15 \15)

Po zlogaritmovani a vyjadfeni ¢ dostaneme ¢t = 71 minut.
Chleba bude mit teplotu 30 °C po 1 hodiné a 11 minutach.

Priklad 12 — disk otacejici se v kapaliné

Na kruhovy disk otacejici se v kapaliné malou tthlovou rychlosti podle osy sy-
metrie (obr. 5) piisobi tfeci sila, ktera je pfimo tmérné tthlové rychlosti pohybu.
Najdéte zavislost této thlové rychlosti na case, jestlize vite, ze pocateéni otacky

disku 100 ot-min—! za 1 minutu klesnou na 60 ot-min—1.

ResSeni

Oznac¢me w thlovou rychlost disku, n pocet otacek, pro w plati w = Zér_on Pri

otaceni disku na disk pisobi treci sila, ktera je linearné zavisla na thlové rych-
losti pohybu. Tato sila vzhledem k ose otaceni vyvold urcity brzdny moment
sily.

Oznacme ((ii—utj rychlost zmény thlové rychlosti disku v kapaliné ((31—(': ma

vyznam thlového zrychleni).
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NapiSeme rovnici vyjadiujici momentovou

&U podminku vzhledem k ose otaceni.
dw
M=J—
/ dt’

kde J je moment setrvacnosti disku vzhle-
dem k ose otaceni. Zbyva urcit velikost mo-
Obr. 5 Disk v kapaliné mentu M. Necht R je polomér disku.

Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze tento moment vyvolava néjaka sila F,
ktera pusobi na poloméru Ry = ki - R, kde k; je koeficient zavisly na profilu
disku.

Sila F' je imérné dhlové rychlosti disku F = kow (ko je koeficient Gmér-
nosti).

Pro moment této sily plati
M = —k‘lk‘ng,

znaménko minus je zde proto, Ze moment pusobi proti sméru otaceni.
Porovnanim vztahti pro moment M dostavame diferencialni rovnici

dw
— = —kik
J T tkoRw,
dw _k1k2Rw
a J
. kika R . ;o
Oznacme k = 7 e konstanta pro dany disk. Potom
dw
— = —kw.
dt “

Po separaci, integraci a odlogaritmovani dostaneme
w=Ce ",

Pocatecni podminka: v ¢ase t = 0 je w = wy, z ¢ehoz C' = wy.
Potom w = wpeF*.

Dle zadani je w = 10 s™1, pak w = (1—307r> ekt

3
Dopliiujici podminka: v éase t = 1 min = 60 s je w = 27 s~ !, z &ehoz dostavame
1,5
k= 50 In 3
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Potom

po upraveé

Priklad 13 — zavésny most — 1

Urcete tvar kiivky fetézu zavésného mostu, predpokladate-li, Ze zatiZeni je roz-
déleno rovnomérné po délce Fetézu v horizontalni pifimce. Hmotnost fetézu
vzhledem k hmotnosti mostovky zanedbejte.

Reseni

Na fetéz mostu piisobi tihova sila rovnomérného rozlozeni zavésné mostovky
a tahova sila realizovana zavésy fetézu. Na cast délky x pusobi tihova sila
Fe = % gz (m je celkovd hmotnost mostu) a dvé tahové sily o velikostech F7,
F5 (viz obr. 6).

F,

mostovka

X

Obr. 6 Zavésny most

Necht fetéz svird s horizontalni rovinou v uréitém bodé tihel a. Pro thel o

plati: tga = dzé—(;) (déle jen y, kde y = y(x) je hledand rovnice k¥ivky).

Tahovou silu Fs v lané muZzeme rozlozit do dvou slozek:
Iy, = Fycosa, Fyy = Fysina.
Protoze Tetéz je v rovnovaze, musi byt vyslednice vSech sil na néj ptisobicich

S . « . m
rovna nule. Slozkové — ve sméru x: F; cosa = Fj, ve sméru y: Fosina = 7 9%
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Z toho dostavame pro tga = =x.

mg
lFy

Oznaéme 24 =k ... konstanta pro dany druh fetézu.

LFy
dy P , z?
Pak dostaneme Qe = k x. Separaci a integraci: dy = k xdzx, y = k7 + C.
Konstantu C' uréime z okrajovych podminek: je-li x = 0, je také y = 0 — viz
_ mg 2
obr. 5. Pak y = 2lF1x .

Retéz bude mit tvar paraboly.

Cviceni 2

1.

Motorova lodka se pohybuje po klidné hladiné rychlosti vy = 10 km - h™1.
V plném chodu je vypnut motor a za 40 s potom se rychlost zmensi na
4 km - h~!. Odpor vody necht je piimo imérny rychlosti pohybu lodky.
Urcete rychlost lodky za 2 minuty po vypnuti motoru.

. Urcete, za jak dlouho vytece vSechna voda z nadoby v prikladu 10.

. Valcovy zasobnik o vysce h = 6,00 m a priméru D = 4,00 m ma ve dné

kruhovy otvor o priméru d = 0,200 m. Zasobnik je az po okraj naplnén
vodou. Urcete zavislost vysky hladiny h na case t a dobu ¢y, za kterou

vytece vSechna voda. Koeficient ztizeni vytékajiciho kapalinového sloupce
je k= 0,600.

. Izolovany vodi¢ ma naboj Qo = 1000 C. Protoze izolace neni dokonald,

dochézi na vodici postupné k ubytku naboje. Rychlost ubytku naboje na
vodi¢i je v daném okamziku pfimo tmérna naboji na vodici. Jaky naboj
zlistane na vodi¢i po uplynuti 10,0 min, jestlize za prvni minutu ubyl
naboj 100 C?

. Za jak dlouho teplota télesa zahfatého na 100 °C klesne na 30 °C, jestlize

teplota okolniho prostiedi je rovna 20 °C a za prvnich 20 minut se téleso
ochladilo na 60 °C?

. Ubytek velikosti intenzity svétla pii prichodu prostfedim je tmérny veli-

kosti intenzity dopadajiciho svétla a tloustce vrstvy. Na hladiné je velikost
intenzity rovna [y. Jaka cast intenzity projde do hloubky 30 m, jestlize
pii prichodu vrstvou vody o tloustce 3 m se velikost intenzity snizi na
polovinu?
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2 Obycejné diferencialni rovnice 2. radu

2.1 Jak reSit obycéejné diferencialni rovnice 2. fadu

Podobné, jako jsme fesili diferencidlni rovnici ¥’ = f(z), mizeme také Fesit
diferencidlni rovnici 2. fadu

y" = f(2), (33)

dovedeme-li uréit potfebné primitivni funkce (pokud existuji). Z rovnice (34)
vypo¢teme nejprve proni integrdl y' = [ f(x)dz = F(x) 4+ Ci, odkud potom
druhy integrdl

y = /F(x)dx—i—Clx—i—Cg,

kde C1, C jsou libovolné integracni konstanty.

Priklad 14 — reSeni diferencialni rovnice sniZenim radu

Reste rovnici 3"/ = —sin .

Reseni
Nejprve urc¢ime
y' = /(— sinz)dz = cosz + Ci, (34)

potom
y:/(cosx—i—Cl)dx:sinx—i—Clx—i—Cg. (35)

Reseni rovnice (33) obsahuje dvé libovolné konstanty. Reseni se nazyva, po-
dobné jako u diferencialnich rovnic prvniho fadu, obecny integral dané rovnice.
Volbou néjakych konkrétnich ¢isel za Cp, Cy dostaneme integrdl partikuldrni.
Podobné jako u diferencidlnich rovnic prvniho faddu miZeme pozadovat, aby
funkce spliiovala néjaké pocatecéni podminky (v tomto p¥ipadé dvé), z nichz
pak urc¢ime prislusné konstanty C7, C3. Muzeme napf. pozadovat, aby funkce
prochézela néjakymi dvéma body, anebo zadat bod a derivaci (smérnici te¢ny)
v tomto bodé.

V nasem pi¥ipadé budeme napf. pozadovat, aby funkce prochazela bodem
[0,0] a aby derivace v tomto bodé byla y'(0) = —1.

Z rovnice obecného integralu (35) dostaneme: 0 = 0 + Cy - 0 4+ Cb, z ¢ehoz
Cy = 0, z rovnice (34) dostaneme —1 = cos0 + C1, z ¢ehoz C; = —2. Hledana
funkce tedy ma rovnici y = sinx — 2.
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2.1.1 Homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstant-
nimi koeficienty

Typu diferencidlnich rovnic 2. fadu je velmi mnoho, my se zde budeme zaby-

vat pouze velmi specidlnim p¥ipadem obyéejnych homogennich (tj. s nulovou

pravou stranou) linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty.
Vyse popsany typ rovnice je mozno obecné psat ve tvaru

ay” +by' + ey =0, (36)

kde a, b, ¢ jsou konstanty.

Tuto rovnici budeme fesit pomoci tzv. charakteristické rovnice, coz je v tom-
to pripadé kvadratickd rovnice s koeficienty a, b, ¢ z vyse uvedené diferencialni
rovnice (36) (viz Poznamka nize), tj.

ad’> + b\ +c=0, (37)
kde A je nezndmd. Napf. diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ + 2 = 0 m4 charakteris-
tickou rovnici A2 — 3\ +2 = 0.

Pozndmka: Naznak, jak odvodit FeSeni pomoci charakteristické rovnice.
Partikularni integraly rovnice (36) se pokusime nalézt tak, ze ,odhadneme*

jejich tvar. Zkusme, zda by rovnici (36) nevyhovovalo feseni y = e**, kde A je

né&jaka konstanta. Potom gy’ = \e*”, y”/ = \2e’™.

Po dosazeni do rovnice (36) dostaneme po vytknuti e**:

M (aX? + bA+¢) = 0.

Ma34-li byt tato rovnice splnéna, musi se rovnat nule vyraz v zavorce, protoze
e’ £ 0. Dostaneme tak podminku pro \, coz je pravé charakteristicka rovnice
dané diferencidlni rovnice. Podrobnéjsi odvozeni je mozno nalézt v ucebnicich
vyss$i matematiky zabyvajicich se problematikou diferencidlnich rovnic.

Podle toho, jaké ma charakteristickd rovnice kofeny, rozliSujeme t¥i pripady:

1. Charakteristickd rovnice mé kotfeny realné rtzné, tj. Ay # Ao. Pak mé
obecny integral tvar
y = C1eM?% 4 Che?®, (38)

Napr. diferencidlni rovnice 2y” — 3/ — y = 0 mé charakteristickou rovnici
202 — X —1=0s kofeny \; = 1, Ay = —%. Obecny integral této rovnice
je tedy

Yy = Che® + 02675.
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2. Charakteristickd rovnice ma jeden dvojnasobny kofen, pak tedy feSenim
charakteristické rovnice dostaneme jen jeden kofen A\ = —%. Obecny

integral diferencidlni rovnice bude v tomto ptipadé roven (viz poznamka)
Y= e’\'”(C’l + CQJZ) (39)

Napt. diferencialni rovnice y” — 23’ + vy = 0 m4 charakteristickou rovnici
A2 —2X\+1 = 0, kterd m4 jeden dvojnasobny koifen A = 1. Obecny integral
této rovnice je tedy

Yy = e“:(C’l + CQQ?)

Poznamka

K vyse uvedenému vztahu bychom dosli na zakladé nasledujici avahy:
kdyby se v zdvorce vyskytoval pouze soucet (C1+4C3), mohli bychom celou
zévorku nahradit pouze jedinou integracni konstantou. Pak by ale nebyla
splnéna podminka, ze by obecny integral mél obsahovat dvé integrac¢ni
konstanty.

V ucebnicich vyssi matematiky byste nasli odvozeni tohoto vztahu po-
moci vahy predpokladat feseni ve tvaru y = ue’, kde u = u(z) je
néjaka funkce proménné x.

Po zderivovani funkce y bychom dostali

y = eM(u + ).
Pomoci dalsich krokt, které zde nebudeme jiz uvadét, ale lze je nalézt
v ucebnicich vys$si matematiky, bychom dospéli ke vztahu (39).

3. Charakteristicka rovnice ma dva kofeny komplexné sdruzené. Kofeny cha-
rakteristické rovnice lze v tomto pfipadé psat ve tvaru: A;» = o £ if3.
Obecny integral pak bude mit tvar

y = e**(C4 cos Bz + Cy sin f). (40)
Napt. diferencidlni rovnice y” + y = 0 md charakteristickou rovnici
A2 4+ 1 = 0, jejiz kofeny A\ = i, Ay = —i. Je tedy v tomto piipadé

a =0, f = 1. Obecny integral této rovnice je tedy

y = Cypcosx + Cysinx.
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Poznamka 1 k 3

Ke vztahu (40) 1ze dospét pomoci nize uvedené tvahy. M4-1i charak-
teristicka rovnice dva kofeny A; » = a £/ komplexné sdruzené, je mozno
psat FeSeni ve tvaru

Y= e‘”(KleiﬁI + ng*iﬁm).
Tento tvar 1ze dale upravit uzitim Eulerova vztahu

e = cos Bz +isin Bz, e T = cos Sz — isin Bx.
Po dosazeni a tpravé dostaneme

y = e**[(K1 + Ka) cos Bz + i(Ky1 — K3) sin fz].

Oznacime-li C; = K; + K3, C2 = i(K1 — K2) nové integra¢ni konstanty,
dostaneme vztah (40).

Poznamka 2 k 3.

Ve fyzice se Casto setkdvame s rovnici typu

j+wly =0,
kde ve fyzice teckou nad proménnou strucéné vyjadiujeme jeji derivace
2
podle ¢, napf. ¢ znaci d—tg Charakteristicka rovnice A2 + w? = 0 m4

kofeny A 2 = +wi, takze obecny integrdl dané rovnice je
y = Cy coswt + Cs sin wt.
P1i této fyzikalni aplikaci je vyhodné zavést nové konstanty A, ¢, které
souviseji s C1, Cy takto: C7 = Asinp, Co = Acos . Pak lze obecnému
integralu dat tvar y = Asin(wt + ¢). Geometricky to znamens, Ze inte-
gralni kiivky tvoii soustavu sinusoid. Konstanta w je frekvence kmitavého
pohybu, ¢ je pak pocatecni faze kmitavého pohybu.

Cviceni 3

Integrujte tyto diferencialni rovnice:

1. y" -6y +8y=0

2.y —a’y=0
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3.y +6y +9y=0
4. y"+4y=0

5. 9" —y' +y=0.

Priklad 15 — diferencialni rov. 2. fadu s konstantnimi koeficienty — 1
Reste rovnici §j + 7 — 6y = 0 s po¢ateénimi podminkami y(0) = 0 a ¢(0) = 1.
Integral této diferencialni rovnice znazornéte graficky.
Reseni
Charakteristickd rovnice vyse zadané diferencidlni rovnice ma tvar

N 4+A-6=0,

kofeny této charakteristické rovnice pak jsou A\; = —3, A2 = 2. Obecny integral
zadané diferencialni rovnice pak je

y = Cre % + Coe®.

Po derivaci
= —3C1e7 3 4 204e?.

Po dosazeni po¢ate¢nich podminek y(0) = C1+Cs, y = —3C1+2C3, dostaneme
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych C7, Cs:

Ci+Cy, = 0
-3C1+2Cy =
e . 1 1
Po vyfeseni této soustavy rovnic dostaneme: Cy; = - Cy = 5 Potom
I gy 2t
Y = 5e + 5
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Obr. 7 Reseni rovnice jj+3—6y = 0 pro y(0) = 0a 5(0) =1
Priklad 16 — diferencialni rov. 2. fadu s konstantnimi koeficienty — 2

Reste rovnici §j + 27 + 5y = 0 s poc¢ate¢nimi podminkami y(0) = 2 a (0) = 0.
Integral této diferencialni rovnice znazornéte graficky.

Reseni
Charakteristickd rovnice méa tvar
A +20+5=0.
Kofteny této rovnice jsou A; 2 = —1 &+ 2¢. Obecny integrdl této rovnice je
y = e "(Cy cos 2t + Cy sin 2t).
Nyni ur¢ime 1. derivaci obecného integralu
y =e “(—2Cy sin2t + 2C5 cos 2t) — e *(Cy cos 2t + Cq sin 2t).
Po dosazeni po¢ateénich podminek y(0) = C1, (0) = 0, dostaneme po vyteSeni
soustavy dvou rovnic o dvou neznamych C; =2, Cs = 1.

Resenim rovnice je funkce

y = e '(2cos 2t + sin 2t).
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Obr. 8 Reseni rovnice §j + 2y + 5y = 0 pro y(0) =2 a §(0) =0

Priklad 17 — diferencialni rov. 2. fadu s konstantnimi koeficienty — 3
Reste rovnici §j+29+y = 0 s poéateénimi podminkami y(0) = 10 a ¢(0) = —20.
Integral této diferencialni rovnice znazornéte graficky.

Reseni

Charakteristicka rovnice je A? + 2\ + 1 = 0. Tato charakteristickd rovnice m4
jeden dvojnasobny koren A = —1.
Obecny integral této diferencialni rovnice je

y = Cre~t + Cote™ .

Nyni urcime
Y= —Cle*t — Cgteit + Cgeit.
Dle pocéatecnich podminek vime, ze y(0) = 10, ¢(0) = —20.
Po dosazeni dostaneme soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé C; a Cy. Po
vyreseni soustavy dostaneme C; = 10, Cy = —10.
Resenim rovnice je funkce

y=10e"" —10te”" = 10(1 — t)e "
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Obr. 9 Regeni rovnice §j + 2§ + y = 0 pro y(0) = 10 a (0) = —20
Cviceni 4
Reste tyto diferencialni rovnice a graficky znazornéte feseni:
L j+9—2y=0,4(0)=0,5(0)=2
2. §+49+23y=0,y(0)=0,y(0) =3
3. 1+6y+9y=0,y(0)=-6,y(0)=4

2.2 Ulohy vedouci k FeSeni diferenciilnich rovnic 2. ¥adu

Priklad 18 — mechanicky oscilator

K vertikalné orientované pruziné, jejiz vlastni tthu zanedbavame, je zavéseno
zévazi o hmotnosti m prodluzujici ji o délku Al (viz obr. 10). Pruzina je linedrni
a ma tuhost k. Tuhost pruziny je vlastné sila, ktera zptsobi protazeni pruziny

o jednotkovou délku, tj. k = % Zavésime-li na pruzinu zavazi o hmotnosti m,

m , . - P (o (s
bude k = K? Protdhneme-li pruzinu se zavazim z rovnovazné polohy a zavazi

pustime, zaCne zavazi na pruziné volné kmitat. Urcéete pohybovou rovnici tohoto
pohybu a periodu kmit (odporové sily zanedbejte).
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Reseni

Necht mé osa y smér svisle dolii. Zvolme pocatek v tom
misté, kde se nachazelo zavazi v poloze statické rovnovahy.
V libovolné poloze na zévazi plisobi dvé sily: tihova sila
Fc = mg a sila pruznosti pruziny Fp.

V bodé O je velikost sily pruznosti rovna velikosti tihové
sily Fo a odpovidajici prodlouzeni pruZiny je Al. Proto

Fg = kAL (41)
Po vychyleni pruziny o y z rovnovazné polohy je velikost
Fp =k(Al+vy). (42)
Po vydéleni rovnice (42) rovnici (41) dostaneme

&_Al—ky

Fa Al

odkud Fp = F (1 + %) .

Pri kladném y piisobi sila Fp na opac¢nou stranu, a proto Fp = —Fg (1 + %) .

Vyslednice obou sil je F' = Fp + Fg, ¢ili F = —%y = —ky, kde k je tuhost

Podle 2. Newtonova pohybového zdkona F' = ma = mjj = —%y. Po tGpraveé

Uy + %y = 0, coz je diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty.

Oznacme Ail = w?. Rovnice pak bude mit tvar

i+ w?y =0. (43)

Charakteristicka rovnice je

A +w?=0.

Obecné feseni rovnice (43) je y = C1 coswt + Cy sin wi.
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Pocatecni podminky: v ase t =0 je y = A, y = 0, z ¢ehoz Cy = A Cy = 0.

Pohybové rovnice pruziny je y = Acoswt, kde w = ,/ 1/ je thlova

frekvence kmitu.
Perioda kmitd: w(t +7T) = wt + 27, z ¢ehoz T = %T Nakonec

T =27 H:27T m,
\/ g \/k‘

kde Al je prodlouZeni pruziny po zavéSeni zavaZzi o hmotnosti m.

Poznamka
Priklad 1ze resit i postupem ze str. 29.
Pfedpoklddejme obecné feseni charakteristické rovnice ve tvaru

y = Asin (wt + ¢p), (44)
potom jj = —w?A sin (Wt + pg) = —w?y.
Po dosazeni do rovnice (44) dostaneme
—w?y +wly =0,

coz je identita. Je tedy y = Asin (wt + ¢g) jedno z moznych Feseni diferencialni
rovnice (43), a to je vlastné pohybova rovnice harmonického kmitavého pohybu.
Konstantu g uré¢ime z pocateénich podminek: v éase t = 0 je y = A, tj. po
dosazeni do rovnice (44) je A = Asin gy, odkud o = %
Perioda kmitt: plati sinfw(t + T')] = sin(wt + 27), a tedy w(t + T) = wt + 2,
z ¢ehoz T = 2—7T

w

i - . /9
Po dosazeni za w = AL ¢

Al
T = 277\/; . (45)

Pouzitim (41) mtZeme psit mg = kAl, odkud % = %

Je tedy doba kmitu zavazi na pruziné rovna T = 27,/ %, pohybova rovnice

mé tvar y = Asin (wt + =) = Acoswt.

5)
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Priklad 19 — kmity kapalinového sloupce ve spojenych nadobach

Manometr, pouzivany k métfeni tlaku v hydromechanické laboratofi, pracuje
pod tlakem p. Sloupec kapaliny v manometru vlivem pusobeni tlaku ziskava
polohu zobrazenou na obr. 11. Napiste pohybovou rovnici a urcete periodu
kmiti sloupce kapaliny, jestlize tlak p nahle klesne na nulu. Celkova délka
sloupce kapaliny v manometru je [ a hustota kapaliny je o.

ResSeni

V trubici o primeéru d je hmotnost veskeré kapaliny rovna m = %dQZ 0. Vznikla

sila je podminéna rozdilem hladin v obou ramenech manometru. Jestlize ji
vezmeme jako stfedni aritmeticky rozdil obou hladin p¥i vychyleni z rovnovazné
polohy o ¥, je jeji velikost

F:Z-%degg.
p ¢d
Y
— 111
Y

Obr. 11 Trubice

Podle 2. Newtonova pohybového zdkona F' = —my =
= —%dzlgg'j (znaménko minus je zde proto, ze sila F =

= —mygj pusobi proti sméru pohybu).
Porovnanim obou vztahi pro F' dostaneme

™ ™
——d%lgjj =2 —d*ogy.
14 ey 1% 09y

Po tpravé

2
i+ TQy —0. (46)

Oznacime-li 279 = w?, m4 rovnice (46) tvar

ij+w?y =0, (47)

co% je tvar totozny s rovnici (43) v tloze 17.

Charakteristicka rovnice tohoto pohybu je A2 4+ w? = 0. Obecné feseni této

rovnice je

y = C1 coswt + Co coswt.

Nyni uplatnime pocateéni podminky: v ¢ase t = 0 je y = yg, ¥y = 0, z ¢ehoz
dostaneme C7 = yo, C2 = 0, a tudiz je

Y = Yo coswt.
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Periodu kmit bychom ur¢ili stejnym postupem jako v tloze 18:

T=2n L
\/ 29
Poznamka

Uzitim postupu ze str. 29. Rovnici (47) opét jako rovnici (43) vyhovuje
feseni ve tvaru
y = Asin (wt + ¢p),
kde A je maximalni vychylka, o uréime z poéatecnich podminek (obdobné jako

v tloze 18 vyjde ¢y = g) Urceni periody kmit provedeme stejnym postupem

jako v tloze 18, dostaneme T = 2%, kam za w dosadime w = 1/2_9. Perioda

i
kmitd pak bude T = 271, / %.

Priklad 20 — myslenkovy prualet kamene Zemi

Predpokladejme, Ze stfedem Zemé vede tizky kanal. Kaémen padajici kanalem je
pritahovan stfedem Zemeé silou, ktera je primo timérna vzdalenosti kamene od
stfedu (viz Pozndmka 2 na konci feSeni tlohy). Za jakou dobu 7 proleti kimen
celou Zemi?

Reseni

V libovolné casovém okamziku na kamen pusobi pritazliva sila o velikosti F,

ktera je pfimo umeérna vzdalenosti y kamene od stfedu Zemé, tj. FF = —k -y
(sila F a okamzita vychylka y maji navzajem opaény smér).
Y Pouzitim 2. Newtonova pohybového zédkona
my = _kyv
T F po upravé
T I
+ —y=0.
0 R Y my
- .ok .o SO
Oznacime-li w* = poo pak j+w®y = 0. Reseni
mé tvar y = Rsin(wt + ¢p), kde ¢o uréime

z pocatecnich podminek:
Obr. 12 Pohyb kamene veaset =0jey =R, I'=myg.
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Postupné dostavame R = Rsin ¢g, odkud ¢g = 5. Z podminky v case t = 0 je

T

2"
i:
R

F = mg dostavdme mg = —k - (—R), ¢ili ﬁ =

Hledané doba priletu je tedy 7 = m,/ %

102
Pro dané hodnoty je 7 = 74/ %s =42 3min.

Poznamka 1

Ulohu je opét mozno fesit i pfimym pouzitim charakteristické rovnice tak
jako v pfedchozich p¥ipadech (vyzkousejte si).
Poznamka 2

Vztah, ze sila ptisobici ,,uvnitt Zemé“ na téleso silou, kterd se pfimo tmérna
vzdalenosti télesa od stfedu Zems, plati za predpokladu, ze uvazujeme bud, Ze
Zemé je homogenni koule, nebo realnéjsi situaci, ze Zemé ma stfedoveé soumérné
rozlozenou hustotu.

Po priletu Zemi bude kdmen ve svém pohybu pokracovat dal. Za stejného
predpokladu jako v pfedchozi ivaze bude na kdmen ,vné Zemé* piisobit sila
dand Newtonovym gravitacnim zadkonem ve tvaru pro dva hmotné body, tj.
pusobici sila je nepfimo umeérnd druhé mocniné vzdalenosti stfedd Zemé a
kamene. Sami si promyslete, jak bude probihat dalsi pohyb kamenu.

Priklad 21 — dvoutélesovy oscilator - model kmitii v dvouatomové
molekule

K jednomu konci pfimé pruziny je pevné piipojené té€leso o hmotnosti mi, ke
druhému konci pruziny téleso o hmotnosti ms. Tuhost pruziny pfi roztahovani a
stlacovanti je k. Télesa spojena pruzinou polozime na horizontalni velmi hladkou
plochu. Télesa od sebe vzdalime, a tim se pruzina prodlouzi. Potom obé télesa
soucasné uvolnime.

a) Jaky pohyb kond kazdé z té&les? Urdete misto na pruzing, které je trvale
v klidu.

b) Urcete doby kmitu obou téles.

Pruzina kona pohyb jen ve sméru své podélné osy. Té€lesa povazujte za hmotné
body, hmotnost pruziny neuvazujte.

Reseni

a) Télesa o hmotnostech m; a ms jsou spojena pruzinou. Bez pfitomnosti vnéj-
Sich sil zustava hybnost systému konstantni a kmity obou téles tudiz nemohou
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ného pohybu soucasné.
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Obr. 13 Dvoutélesovy oscilator

b) Délka pruziny je v libovolném okamziku x5 — 21, coZ se rovna délce pruziny
[ plus jeji vychylce x:

l+x=29—x1, odkud z=29— 27 —1.

Vychylka z je kladnd, je-li pruzina natazend, a zaporna pii stlacené pruziné.
Sily pruznosti F; a Fs, jimiz pusobi pruzina na obé télesa, jsou stejné velikosti
a opacného sméru, takze je

F =kx, F,=—kx.
7 2. Newtonova pohybového zakona méame
miay = mlaf’l = k‘a:,

Moty = Mada = —kx.

Tyto rovnice slou¢ime tak, Ze prvni vynasobime ms a odecteme od druhé rov-
nice vynasobené m;. Vysledek je

MiMoTy — MiMed, = —mikr — meokax,
mims .. ..
——— (@ — 21) = —ka.
mi 4+ mo

Nyni budeme derivovat dvakrat podle ¢asu vztah © = 9 — z1 — [.

Dostaneme & = 25 — 1, nebot [ je konstantni (rovnovaznd délka pruziny).

Pohybovou rovnici soustavy lze tedy vyjadfit celou jen pomoci vychylky x

pruziny. Po dosazeni dostaneme
mimso

— %= —kx,
mi 4+ mo
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neboli M = —kx, kde M = s je v tomto pripadé redukovand hmotnost
mi + mo

systému.
Pohybové rovnice jednoduchého harmonického oscilatoru je

k
mi = —kx, tj. i+—x=0, odkud w?=—.
m m

Podle tlohy 18 je T' = 27, | % pro jednoduchy harmonicky oscilator.

Porovnanim diferencidlnich rovnic jednoduchého a dvoutélesového oscilatoru
dochézime k zavéru, ze doba kmitu T” pro dvoutélesovy oscilator je dana vzta-

hem
M 1
T —9or, | 22 —on M_7
k mi1 +mo k

coZ je stejny vyraz jako pro jednoduchy oscildtor, pouze jsme do vztahu pro 7"
dosadili redukovanou hmotnost M misto hmotnosti m pro jednoduchy oscilator.

Nasledujici dvé ulohy popisuji situace, kdy lze danou diferencialni rovnici
fesit uz pouze jedinym zptisobem — p¥imo z charakteristické rovnice.

Priklad 22 — Padajici retéz

Retéz o délce | = 4,00 m klouze z hladkého horizontalniho stolu. V poéateénim
okamziku, tj. presné pred tim, nez doslo k pohybu fetézu se stolu, visel doli
konec fetézu o délce a = 0,500 m. Za jak dlouho sklouzne doli cely fetéz?
Uvazujte g = 9,81 m-s~2.

Obr. 14 Padajici fetéz
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Reseni
Na fetéz pusobi tihova sila. Na vodorovné ¢asti retézu pusobi proti této sile
reakce podlozky, takze tihova sila pusobici na tuto cast Fetézu nemé pohy-
bové Glinky (vyslednice sil ptisobicich ve svislém sméru na tuto ¢4st Fetézu je
rovna nule). Pohyb fetézu zptisobuje tihova sila ptisobici na svislou ¢ést fetézu.
Velikost této sily je
m
F=7yg.
kde [ je délka Tetézu, m hmotnost celého fetézu, y délka svislé ¢asti fetézu.
Podle 2. Newtonova zakona je F' = mjj.
Porovnanim vztaht pro F' dostaneme diferencialni rovnici

. m
my = Tyga
Upravou
. g
j=7y=0
Charakteristicka rovnice je
g
N —Z=0
l

Vi o
Obecné Feseni je y = CreV ! + Cye [
Pocatecni podminky: v ¢ase t = 0 je y = 0,5 m, y = 0, z ¢ehoz obdrzime

Ci=0Cy = % m. Potom

V dal$im postupu z rovnice vyjadiime nezndmou t¢. Rovnici (48) nejprve

9

l

Y= i (eﬁt " e‘\@t - (48)
(48)

a upravime. Dostaneme
2

9, \/Et
eV! —4yeV !l +1=0,

vynasobime vyrazem 4e

. C . Y ﬂ t
coz je kvadratickéd rovnice v proménné e :

g9

t
eVl =2y /492 — 1.
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Retéz spadne se stolu v ¢ase t > 0. Diskutujme, které feseni tomuto pozadavku
vyhovuje.
V pripadé
9y
e\/7 =2y — 42 -1

je mozno tento vztah prepsat na tvar:

_ /s,

e \/7 =2y + \/4y? — 1,
9, _\/Et
e\/7<e L

2. %t
e < 1.

COZ znamena, ze

7 ¢ehoz

To je splnéno jen pro ¢ < 0. V nasem pfipadé ma proto smysl pouze feseni

g9

t
eVl =2y +\/4y2 — 1.

Do této rovnice dosadime za y = [ a vyjadiime ¢. Dostaneme

t= \/zln<2l+\/4l2—1).
g
Pro dané hodnoty je t = 1,77 s.

Priklad 23 — Otacejici se trubka

Uzka dlouha trubka se otaéi v horizontalni poloze konstantni tthlovou rychlosti
w kolem kolmé svislé osy. Mala kulicka (kterou miizeme povaZzovat za hmotny
bod) v ni klouze bez tfeni (obr. 15).

Urcete, jaky pohyb vykonava ku- lo

licka vzhledem k trubce, plati-li '
a) v pociteénim okamziku se ku- D
licka nachazi ve vzdéalenosti @ od osy _  p———— ]
otaceni a jeji pocatecni rychlost je 0 |
rovna nule, i r
b) v poéateénim okamziku se kulicka ;
nachézi na ose rotace a ma pocatecéni !
rychlost vo. Obr. 15 Horizontélni trubka
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Reseni

Na kulicku ptisobi setrvacna odstiediva sila F' = mw?r. Tato sila je pFi¢inou
pohybu kulicky smérem od osy otaceni. Kromé této sily jesté na kulicku ptisobi
ve sméru kolmém k podélné ose trubky dalsi sily: tihova sila, Coriolisova sila
(sila vznikajici pfi ota¢ivém pohybu, v tomto pfipadé mé smeér kolmy na sténu
trubky a lezi v roviné kolmé na osu otaceni trubky, vice o této sile je napf.
v [11]) — proti témto sildm pusobi reakéni sily trubky, a proto je vyslednice
téchto vSech sil rovna nule.

Podle 2. Newtonova zakona mtizeme pro pohyb kulicky pséat:

mi = mw?r,
upravou dostaneme rovnici

P —w?r = 0. (49)
Charakteristicka rovnice je

A —w?=0.
Obecné Teseni rovnice (49) je

r= Cle“’t + Cge_“’t.

a) Pocatedni podminky: v ¢ase t =0 je r = a, 7 = 0.
V dalsim postupu si vSimnéte, Ze feSeni je formalné shodné s fesenim pii-
kladu 22, dokonce jsou i formalné shodné pocateéni podminky, protoze i v pri-

kladu 22 je C; = Cy = 2

5
Urc¢ime obecné

7 = Chwe®t — Cowe ",

Po dosazeni po¢ateénich podminek do této rovnice a rovnice (49) dostaneme
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

Ci+Cy = a, (50)

Ci—Cy = 0. (51)
Resenim soustavy rovnic (50) a (51) dostaneme C; = Cy = %, a tudiz

r= %(ewt + e—wt)
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b) Pocateéni podminky: v ¢ase t =0 je r = 0, 7 = vp.
Obdobné jako v a) dostaneme soustavu dvou rovnic

Ci+Cy = 0, (52)
w(01 — Cg) = 9. (53)
Resenim soustavy rovnic (52), (53) dostaneme C; = —Cq = ;)—3), a tudiz

— ;}_O(ewt _ e_“’t).
w

Cviceni 5
1. Pomoci diferencialni rovnice napiste pohybovou rovnici pro matematické

kyvadlo a odvodte vzorec pro dobu kmitu tohoto kyvadla (uvazujte roz-
kmit —5° < o < 5% pak sina = tga = ).

2. Valec plave v kapaliné o hustoté g tak, Zze je do ni ponoren % svého

objemu. Osa vélce je svisla (viz obr. 16).

Zatlacime-li valec hloubéji do kapa-
liny a uvolnime, zacne valec konat

\

\

kmitavy pohyb. Vyska valce je h. Na |
) 2 e . 2 h

zékladé téchto tdaji urcete periodu §h \

kmitt tohoto valce. Predpokladejte, \

ze rozmeéry valce jsou dany tak, ze se 0 \

vélec neprevrati a ze se pfi pohybu
nemeéni vyska hladiny kapaliny. Obr. 16 Kmity vélce
3. Ve uzavieném vélci (s vodorovnou podélnou osou) naplnéném vzduchem
je pist, ktery valec rozdéluje na dvé stejné c¢asti. Tlak vzduchu v obou
jeho ¢astech je po = 1,00 - 10° Pa. Kdy% pist nepatrné vychylime z rov-
novazné polohy a potom uvolnime, uvedli jsme jej do kmitavého pohybu.
Vypoctéte periodu kmiti, mizeme-li déje v plynu povazovat za adiaba-
tické.
Hmotnost pistu m = 1,50 kg, vzdalenost pistu od kazdé stény v rovno-
vazné poloze je | = 200 mm, plodnj obsah pistu S = 100 cm?, s = 1.4.
Tteni zanedbejte.
Pii fesen{ pouzijte ptiblizny vztah (14 h)" ~ 1+ nh, je-li |h| < 1an je
libovolny exponent.
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3 Ukazky naroc¢néjsich uloh vedoucich k reseni
diferencialnich rovnic

V této tloze si ukdzeme, jak mize ,mald“ zména v predpokladu tlohy vyrazné
zménit celé Feseni tlohy.

Priklad 24 — zavésny most — Fetézovka

Urcete rovnici kfivky tuhého neprotazitelného lana zavésného mostu, pred-
pokladéte-li, Ze zatiZeni je rozdéleno rovnomérné po celé délce lana (nikoli
v horizontalni pfimce jako to bylo u pfikladu 13). Hmotnost lana zanedbejte.

Y
o F _ zavésné lano
Fl_ 2 — ’::’———-—""T a(m)
‘A‘FG‘ x
mostovka
ly
>
x
Obr. 17 Zavésny most
Reseni
Na lano ptisobi tihova sila rov-
nomeérného rozlozeni a tahové Y
sila lana. Na ¢ast lana délky [ F,
piisobi tihova sila F, a(z)
0 x
- 1AFG
AFG = TQZT,
__/lx/'
kde m je celkova hmotnost "

mostu, ! je celkova délka lana,
a dvé tahové sily o velikostech
Fy, Fy (viz obr. 18).

Obr. 18 Detail lana zévésného mostu

Necht lano sviré s horizontalni rovinou v libovolném bodé tihel a. Vezméme
element lana, jehoz jeden bod zacind v poc¢atku ndmi zvolené soustavy soutad-
nic (viz obr. 18).
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Pro thel a plati

dy

dz’

kde y = y(z) je rovnice hledané k¥ivky. Tahovou silu Fy v lané miizeme rozlozit
do dvou slozek:

tga =

FQl- :F1 :FQ COS (v, F2y ZFQ sin a.
Protoze lano je v rovnovaze, musi byt vyslednice sil na néj ptisobicich rovna

nule. Ve slozkach: Fy, = Fhcosa, Fhsina = %lm.l Mame tedy

mgl

t =
8T TR

Nyni zbyva uz jen vyjadrit I,.:

lm:/m,/u <%>2dx:/m\/mdx.

Dostavame

Derivaci
dy _mg [ (dy ’
da? IRy dz)
Tuto diferencidlni rovnici budeme Fesit snizenim fadu. Polozime % = ¢(x)

2y d¢

(dale uz jen &), pak = o

Separaci
o de 0my

1+ €2 TR

PR d¢ Y .
Nyni uré¢ime | ————. K tomu pouzijeme Eulerovy substituce
J V1+E2

(54)

ViT@=pie

1482 =p>+2p6 462

1V tomto misté vznika odchylka v feseni tohoto piikladu od piikladu 13.

46



1—p? p?+1
é-: ) df:— 2p2 dpv p+£:

2
P —|—1 2p 1
- ——dp=— /];dp=

/m 207 1+p
—lnpz—ln(m—f).

14 p?
2p '

Potom

Dosazenim do (55)

n(@—f) = —l?x—i—lnCl

Po odlogaritmovani

_mg_
V1482 —-¢=Cre (55)
Nyni chceme vyjédfit €. Rovnici (55) je mozno pfepsat na tvar:
1 _ ie%m,
Vi+e—¢ G
po upraveé
mg
\/1+§2+§——elF1 (56)
Odeétenim (55) od (56) dostaneme
1 2y Cl L
— elFL IF
13 2. ¢ e (57)

Za & nyni dosadime & = % Potom

dy o 1 9 Cl L

= _ TR S
dx 201 2
Integraci
1 IR l’;ﬁ CilF -7
_ —_— - 1 C

v= 20, mg + 2 mge +C2
LF: 1 T, LU

Yy = ng aelFl +Cle LFy +CQ (58)
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Uprava vztahu (58):

xT —X
+e
coshx = 5 ,
mg (Mw,lnc ) ,(Mw,lnc )
T — 1 1
— el 4 Cie P — e 1Fy IF, _

m
= 2cosh (%x —1In Cl) .

Potom lze (58) upravit na tvar:

Y= M9 cosh (29 _1n Ch | + Cs. (59)
lFy

Konstanty C1, Cy muzeme urcit z okrajovych podminek: je-li z = 0, jeiy = 0,

tj. 0 = cosh(—1InC}) + Cs. V pripads, ze krajni body zavésu lezi ve vodorovné

pfimce, je v misté o soutadnici x =01y =0, tj. 0 = ¢y’ = cosh(—InCy). Je
_ 1 G _ e (Y —

tedy02—0a2—cl—7—0,zcehozCl—1.

Rovnice (59) bude mit tvar

y = 9 coshd . (60)

Rovnice (59) a (60) popisuji kiivku, kterd se nazyva fetézovka.

Pozndmka

Porovname-li feSeni zavésného mostu v tloze 13 a 24, je vidét, ze ,mala
zména“ v predpokladu — v prikladu 13 jsme predpokladali zatizeni rovnomérné
po délce fetézu v horizontalni primce, zatimco v piikladu 24 jsme predpoklé-
dali zatiZeni rovnomérné po celé délce lana, mize mit vliv na znacné rozdilny
vysledek — v pfipadé prikladu 13 nam vysla parabola, v prikladu 24 nam vysla
fetézovka.

Nyni se podivejme na dalsi problémy, které opét vedou k sestaveni a FeSeni
diferencidlni rovnice.

Uloha o kfivce nejkratsiho ¢asu, neboli také o kiivce nejrychlejsiho klesani
byla sestavena Svycarskym matematikem Johannem Bernoullim v roce 1696
a spoéivala v néasledujicim: ve svislé roviné jsou déany dva body A a B (viz
obr. 18), které nelezi v jedné svislé pfimce. Chceme ze vSech moznych k¥ivek
prochézejicich obéma body nalézt takovou, po které by se kuli¢ka (hmotny bod)
pusobenim tihové sily dostala z bodu A do bodu B za co nejkratsi dobu.
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Priklad 25 — tloha o kfivce nejkratsi doby — Fermatav princip

My se v této tuloze pokusime nalézt tvar kiivky, po které by se mél pohybovat
hmotny bod v prostiedi, kde se velikost rychlosti méni ,skokem“ v rtznych
Usecich.

Reseni
4 I
A a oy |
T ld—x v
P, U2
N
B
B
Obr. 18 Kiivky moz- d
ného pohybu z A do B

Obr. 19 Pohyb kuli¢ky na rozhrani

Doba T potiebna k priichodu kulicky z bodu A do bodu B, se uréi z rovnice
p) 2 2 — 2
T:\/a +x+\/b +(d x)
U1 V2
Jestlize predpokladame, Ze hmotny kulicka se ma dostat z bodu A do bodu

B po vyse uvedené cesté za co nejkratsi dobu, musi byt i—g = 0. Z této pod-

minky pak lze odvodit zédkon SIEQI = Sid (
1

provedte). Tento zdkon byl

poprvé objeven experimentalné ve tvaru :;E—Z; = a, kde a = konst..

Vyse uvedend tloha o tom, Ze hmotny bod (kuli¢ka) prochazi z bodu A
do bodu B za miniméalni dobu, se nazyva Fermatuv princip nejmensiho casu
(doby).

Pokud bychom obdobny postup aplikovali v optice, dostaneme ndm dobie
znamy Snelliv zakon.

Vyznam tohoto principu spocivd v tom, ze mtze byt pouzit k nalezeni
trajektorie pohybu kulicky prostiedim, kde se velikost rychlosti méni spojite,
ne po ¢astech primek, jak jsme prozatim uvazovali. Tim se budeme zabyvat
v dalsi dloze.
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Priklad 26 — uloha o kfivce nejkratsi doby — brachystochrona

Ve svislé roviné mame prolozit takovou kfivku, aby ¢astice vypusténa z bodu
A a pohybujici se v tihovém poli dosdhla po ni bodu B co nejdfive, tedy v co
nejkratsi dobé. Teni a odpor prostiedi zanedbejte. (Mize jit o kulicku navle-
¢enou na tenkém drétu.)

Obr. 20 Pohyb kulicky

Reseni
Podivejme se nejprve na obr. 20, na némz je zobrazeno prostfedi z vrstev.

Budeme uvazovat, ze v kazdé oddélené vrstvé je rychlost kulicky konstantni.
Pouzitim vztahu z predchozi tlohy miizeme psat

sin o sin ap sin a3 sin ay

U1 U2 U3 Vg

Uvazujme nyni, Ze se tloustka vrstev bude neomezené zmensovat a pocet vrstev
neomezené poroste. V tomto pripadé pak mizeme uvazovat, Zze se rychlost

kulicky méni spojit€. Vzhledem k tomu, ze m = konst., muzeme Gvahu
K3
ukonéit vztahem )
sin «
=a, kdea = konst. (61)
v

Predstavme si déle, ze kulicka si ,,umi“ vybrat takovou trajektorii klesdni
z bodu A do bodu B, aby doba pohybu byla co nejmensi.
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Obr. 21 Klesani kulicky

V takovém pripadé, na zakladé predchozich tvah, muZeme pouzit vztah
(61). Vychazime-li z principu zachovéni energie, dostavdme, Ze rychlost ziskana
kulickou v urcité vysce, zavisi pouze na ztraté potencialni energie pti dosazeni
této vysky, ale nikoliv na trajektorii, po které se kulicka pohybuje. To znamena,
ze

v =+/2gy (62)
Nyni vezmeme v Gvahu, Ze podle obr. 21 plati sin o = cos 3, kde cos 8 mtzeme
dale rozepsat. Tedy

. cos 3 1
sina = cos§ = _ ’
Vieos2B+sin?8  /1+tg?f
ime: te 8 — lim ¥ —dy _
kam za tg 0 dosadime: tg 3 = Al.ggo e

Neboli sina = ——1—. Za sina dosadime ze vztahu (61),
V1+(y)?

tj. sin « = av. Dostaneme

1
av = ———,
1+ (y)?
kam za v dosadime ze (62):
1
ar\/2g9Yy = ——.
1+ (y')?

Po umocnéni a dalsich tipravach obdrzime

y[1+ ()% = 2gla2.
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Polozime % = C. Potom
2ga

yll+ ()] =C, (63)

coz je diferencialni rovnice kfivky ,nejmensiho ¢asu“. Tuto diferencidlni rovnici
budeme Fesit nasledujicim ,specidlnim* postupem. Do rovnice (63) dosadime

za y' = %, pak vyjadiime g—g:
dy 2
1 = =C
v+ () | =c

dy_(C_)?
dr  \y '

Nyni provedeme separaci proménnych:

dr = (CL> : dy. (64)

-y

Nyni zavedeme novou proménnou 1, a to nasledujicim zptsobem: poloZzime

Y 2
- =tg v
(C—y) S

(I

) 2
otom =*— = tg“ ¥,
potom " = tg
sin? ¥
Ctg? v 29
1+ tg2d cos® ¥ + sin” ¥
cos? ¥

Vyraz y = C'sin? ¥ zderivujeme podle 9 a vyjadiime dy = 2C sin 9 cos ¥dd. Po
dosazeni do rovnice (64) dostaneme

dz = tgddy = 2C sin? 9dv,

sin ¢ upravime pomoci souctového vzorce

sind — /1 —c2032197
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potom
dz = C(1 — cos 209)dd.

Integraci posledni rovnice dostavame
C .
x = 5(219 —sin2¢) + C1.

Uzitim pocatecnich podminek z = y = 0 tj. pifi ¥ = 0 vyjde C7; = 0. Potom
x = %(219 —sin29), y = C'sin® v = %(1 — cos29).

Polozime-li nyni % = R, 29 = ¢, dostaneme

z = R(p —sinp), y= R(1—cosyp),

coz jsou parametrické rovnice cykloidy.

Kulicka dopadajici smérem k zemi do bodu, ktery nelezi na vertikale z vy-
choziho bodu, ptisobenim tihové sily se tedy musi pohybovat s souladu s prin-
cipem nejmensi doby po cykloidé, ktera prochézi obéma body.
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4 Shrnuti — navod, jak sestavovat diferencialni
rovnice podle podminek tuloh

Sestavit diferencidlni rovnici znamena nalézt zavislost mezi argumentem, funkci
a jejimi derivacemi.

Nelze nalézt univerzalni metodu, kterou by bylo mozno pouzit ve vSech
pfipadech. Je nutné ziskat zkusenosti a urcité navyky pii feseni rozlicnych tuloh
a samostatnym fesenim analogickych prikladi.

Jsou nutné také znalosti fyzikalni, prirodovédné, technické nebo spolecen-
skovédni discipliny, ve které tiloha vznikla.

Sestaveni diferencidlni rovnice podle podminek tlohy obvykle spociva ve
stanoveni matematické zavislosti mezi proménnymi veli¢inami a jejich piirtst-
ky, které se pozdé€ji zaménuji odpovidajicimi diferencialy.

Sestavend diferencialni rovnice je vychozi matematicky model zkoumaného
déje. Jeji obecny integral popisuje obecny pribéh déje (resp. celé tiidy déji),
partikuldrni integral (po uvazeni pocateénich podminek) popisuje pritbéh kon-
krétniho déje.

Jsou i pfipady, kdy lze diferencidlni rovnici napsat pfimo, bez predchoziho
zapisu prirustki, napf.

dv
de’

coz uz je diferencialni rovnice.

Sestaveni této rovnice uz v sobé vlastné pfirtastky zahrnuje. Vyplyva to
z toho, ze plati

dv . Av
T A Ao At

Ziskani rovnice urcitého (fyzikalniho) déje spocivéa v sestaveni diferencidlni
rovnice pro uréity okamzik nebo ur¢ité misto; fesenim (integraci) této dife-
rencidlni rovnice obdrzime obecné feeni, a tim i zadkon pro dany (fyzikalni)
déj.

Uplatnime-li dile pocatecni a okrajové, popt. doplnujici podminky, dosta-
neme konkrétni popis daného (fyzikélniho) déje — funkéni zavislost mezi zavisle
a nezavisle proménnou.

a

Pii feSeni (fyzikalnich) tloh pomoci diferencidlnich rovnic je vhodné postu-
povat nasledujicim zptsobem:

1. Dikladné proc¢teme text tilohy a snazime se pochopit smysl tlohy.

2. Podrobné rozebereme podminky tlohy, event. sestavime nacrtek, ktery
by objasnil podstatu tlohy.
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3. Zvazime, zda jsme podobnou tulohu jiz nefesili. V kladném pfipadé se
snazime si vytvorit urcitou analogii s touto tlohou.

4. Stanovime (v disledku rozboru tlohy) zavisle a nezavisle proménnou,
resp. uvédomime si, co budeme povazovat za zavisle a nezavisle promén-
nou.

5. Ujasnime si, které (fyzikaln{) zdkony pro dé&je tohoto nebo obdobného
charakteru plati.

6. Uvéazime, kde je mozno pouzit zjednodusujici pfedpoklady: napi., ze v ma-
lém casovém intervalu lze nerovnomérnou zménu nahradit rovnomérnou,
kdy lze kfivocary element trajektorie nahradit pfimocarym atd.

7. Pokusime se nalézt vztah mezi piirtstkem funkce (zde oznacime Ay) a
ptiristkem jejiho argumentu (zde ozna¢ime Ax). Vztah sestavujeme na
zékladé platnych matematickych operaci, fyzikalnich zakont.

8. Provéiime korektnost predpokladt zamény Az — dx, Ay — dy. Chceme,
aby se tyto veli¢iny s rostoucim stupném presnosti blizily co nejvice ke
skutec¢nosti.

9. Sestavime diferencidlni rovnici uvazovaného déje.
10. Integrujeme rovnici a stanovime obecné feseni.

11. Na zékladé zadanych pocatecnich, okrajovych resp. doplinujicich podmi-
nek uré¢ime partikularni integral této rovnice.

12. Zkoumame ziskanou zavislost v limitnich pripadech, provadime diskusi

zévislosti, porovnani se skutecnosti, pripadné tabulkovymi hodnotami.

Neékteré z téchto bodi 1ze vynechat podle charakteru zadani dlohy.
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ResSeni cviceni

Cvicdeni 1

1.

2.

3.

4.

5.

% — kdz, In|y| = ke + InC, kde C > 0, y = Cebe,
Ay gy Injy+3=x2+InC, |[y+ 3| = Ce".
y+3 ’ ’

dy _ 2zdz, y = Ce®’.

Y

Ly —y=0,y=Ce" 1L y=C(z)e®, C'(z) =1, C(x) = 2 + K, zavér
y = xe® + Ke”.

Ly+y=0,y=Ce* Il y=C(z)e ™ Clx) = ze” — e” + K, zavér
y=(re* —e"+ Kle " =2 —1+ Ke ™.

Cviceni 2

1

k
——1
m%:—k'l}, % :—%dt,’l}:Ce m ;Véaset:()jev:vovzéehoz
k

C=uwvy;v= er—mt; v=0,64km h"L

Pro x = 0 dostavame po dosazeni do vysledku tlohy 6
5
72, t =14 min 32s.

2
. Postup obdobny jako v tloze 5; t = % (%) \/g(\/ﬁ —T);

2
1(D 2h .
to=1( 5 ) \/Z5 to =12 18s.
0 k(d) g 0 min S

.@z—kQ;@——kdt;Q:Ce*kt,véasetzojevzvo,C:Qo,

dt Q

potom Q = Qoe™**, z doplitujici podminky v ¢ase t = 1 min je Q = 900 C
dostaneme Q = Qo - 0,9%, kam za t dosazujeme ¢as v minutidch. V case
t =10 min je @ = 348,7 C.

96



1
1200 "
5. Zavislost teploty na case je dana vztahem t = 20 + 80 - % , kde
za T dosazujeme ¢as v sekundach. Po dosazeni - pokles teploty na 30 °C
bude za 1 hodinu.

6. dI = —kI dh, I = Iye *". Okrajové podminky: je-li h = 0 je intenzita
I = Iy, z ¢ehoz C = Iy. Dopliujici podminka: v hloubce h = 3 m je
1

=h
3
I:%,zéehoikzgml,leo(%) . Pro h = 30 m je
1
I'= 1521 10-
Cviceni 3
1. Yy = CleQ‘T =+ 6'2643c
2. Yy = Cre®™ + Che™
3. y= e_3m(Cl + 0233)
4. y= Cqcos2x + Cysin 2z
5. y = eé (01 cos ?aH— (5 sin ?ag)
Cviceni 4
2 x —2x 2 x 2 —2x
LAM4+A=2=0, =1, A ==-2,y=C1e" 4+ Cse ,y:§e—§e

9. N £ AN+23=0, Mo = —2+iVI0, a = 2, § =19,
y = e 24(C cos V19t + Cysin/19t), y = 1,5~ 2! sin v/19¢.

3. A2 46 +9= 0, )\1’2 =-3,y= 67375(01 + Cgt), Yy = eiBt(—G - 14t).
Cviceni 5
1. Matematické kyvadlo: F' = mgsina; sina = a = %; my = —mg%,
U g = 2 = g = —
y—i—ly 0, w Z’T 27 g
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2. Rovnovazna poloha: mg — oS %hg =0, z ¢ehoz m = %Sgh. Po zatlaceni

vélce ptisobi na vélec sila F' = —pgSy (F, y maji navzajem opaény smér,
F ptisobi proti okamzité vychylce z rovnovazné polohy y).

N o
S

Plati mij = —ogSy, %Sgggj—i—ggSy =0, y—l—%%y = 0. Oznaéime w? =

Pak T = 2% 7 — 2m, | 22,
w 3g

3. Kmity pistu ve véalci

Dle obr. 21 plati Vy =S - 1.
P1i pohybu doprava o délku x:
leva ¢ast Vi = Vo + Sz = S(l + z)
S 1 0 )
Do, Vb Po, Vb tlak p1;
prava ¢ast Vo = Vo — Sz = S(I—x),
l l tlak p2.

Obr. 21 Kmity pistu

Adiabatickd zména: poVp® = p1Vi%%; poVo™ = pa1a”.

Po dosazeni za Vi, Va:
pol* =pr(l+ ) pol” = pa(l — 2)
F = (ps —p1)S,

P s |~ ] = Kl - %y (1 %)1;

protoZe x < | muzeme psat

F = Spo [1-}-%—(1—?)]:25%0%%

l

plati tedy F' = konst-x, z toho vyplyva, ze kmitavy pohyb je harmonicky.
Podle 2. Newt. pohyb. zédkona je mi = —25’#{‘%

(znaménko minus proto, Ze sila pisobi proti okamzité vychylce z rovno-
vazné polohy).

25 (W4

P, .
ml

Po upraveé ¥ +
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Oznadéime w? = M. Pak T =27 mi .
ml 25 pos

Pro dané hodnoty: T = 0,065 s.

UV FO ptipravil:
CD ROM pro tesitele FO a ostatni zajemce o fyziku

e CD ROM obsahuje studijni texty, soutézni tlohy z predchozich ro¢niki
FO, pteklady tloh z celé fady predchozich Mezinarodnich fyzikalnich
olympiéd.

e CD ROM je doplnén i dalsimi texty souvisejicimi s fyzikou, je zde cela
fada odkazii na zajimavé fyzikalni stranky.

v

e Podrobnéjsi informace o obsahu CD ROMu je mozno ziskat na
http://www.uhk.cz/fo

CD ROM byl rozeslan predsedim KV FO, ale je ho moZno rovnéz objednat na
adrese: ivo.volf@uhk.cz.
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